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Gibt es auch, wie Euklid ſehr richtig be⸗ 
merkt, ſelbſt fuͤr Koͤnige keinen beſondern 
Weg zur Mathematik, ſo kann doch unſtrei⸗ 
tig der vorhandene Weg durch Ausfuͤllung 
mancher Lucke, durch Hinwegraͤumung manches 
Hinderniſſes dem angehenden Wanderer brau: 
mer und zugängiger gemacht werden. Freilich 
aber muß das Material zu dieſer Ausfuͤllung ſich 
mit dem vorhandenen innigſt verbinden und mit 
demſelben ein unzertrennliches Ganze bilden, wol⸗ 
len wir anders nicht Gefahr laufen durch ver⸗ 
meintliche Ergaͤnzung eine Trennung hervorzu⸗ 
bringen, gefährlicher als die frühere kleine Lücke 
war. Freilich muͤſſen wir bei Hinwegraͤumung 
der Hinderniſſe darauf bedacht ſeyn den Grund 
nicht anzutaſten, um nicht einer augenblicklichen 


Bequemlichkeit halber einem volligen Einſturze 
ausgeſetzt zu werden. Auch darf der Weg, ſoll 
er anders auf eine merkliche Höhe führen, ſich 
anfänglich nur allmaͤhlich und faſt unmerklich er⸗ 
hohen, um den Wanderer nicht durch den An⸗ 
blick einer allzugroßen Steilung zuruͤck zu ſchre⸗ 
cken. Iſt er aber erſt des Steigens gewohnt, 
und kann er erſt feſten Standes nach der vorge⸗ 
ſteckten Höhe hinaufblicken, dann mag immerhin 
der Weg ein wenig ſteil hinan gehen, er wird 
dennoch ohne allzu große Anſtrengung zum vor⸗ 
geſetzten Ziele fuͤhren. 


Von dieſen Betrachtungen bin ich bei Be⸗ 
arbeitung des vorliegenden Lehrbuchs ausgegangen. 
Ein vieljaͤhriger und wannigfacher Unterricht in 
den mathematiſchen Wiſſenſchaften hat mich uͤber⸗ 
zeugt, daß man anfaͤnglich nicht deutlich genug 
ſeyn kann, um den angehenden Schuͤler mit den 
erſten Begriffen einer Wiſſenſchaft und mit deren 
Eigenthuͤmlichkeiten vertraut zu machen. Iſt die⸗ 
ſes aber erreicht, ſind dieſe Begriffe ſo wie de⸗ 
ren Verknüpfung unter einander bei ihm erſt ein⸗ 
heimiſch geworden, dann mag er getroſt ohne all 
zu ſorgſame Leitung den naͤchſten Weg einſchlagen, 
er wird, auf bekanntem Boden wandelnd, nur 
ſelten einen Fehltritt thun. Dieſerhalb habe ich 
auch im erſten Kapitel des erſten Abſchnitts nichts 
hinweg gelaſſen, was mir geeignet ſchien, den er, 
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(fen. Begriſſen der Geometrie beim angehenden 
Schüler Eingang zu verſchaffen. Dieſerhalb has 
be ich auch in den folgenden Kapiteln die Theile 
eines jeden Satzes ſorgfaͤltig von einander ge— 
ſchieden, um den Schuͤler zu gewoͤhnen die Vor⸗ 
ausſetzung von der Behauptung eines Satzes zu 
trennen, und um ihn aufmerkſam zu machen in 
welchem Theile der Vorausſetzung und in wel⸗ 
chen vorher gegangenen Saͤtzen und Definitionen 
er den Beweis zu jedem Theile der Behauptung 
eines Satzes zu ſuchen habe. So vorbereitet, 
und auf ſeinen erſten muͤhſamen Reiſen an einem 
geregelten Schritte gewoͤhnt, wird er beim Vor⸗ 
ſchreiten die erlangte Spur weiter verfolgen koͤnnen, 
weshalb ich von H. 155 an jene Trennung der. 
Theile eines Satzes nur angedeutet habe, ohne 
jedoch dem Beweiſe die erforderliche Deutlichkeit und 
Gründlichkeit zu entziehen. Im zweiten Abſchnitte 
aber, wo der Schuͤler unter ſorgſamer Leitung 
uͤber den Gang der Mathematik gehoͤriges Licht 
erhalten haben konnte, glaubte ich (don kurzer 
ſeyn zu duͤrfen, und manches dem eigenen Nach. 
denken deſſelben uͤberlaſſen zu koͤnnen. 


Die meiſten Lehrbuͤcher dieſer Wiſſenſchaft, 
beren. viele ſehr ſchaͤtzbar find, beobachten einen 
durchaus gleichfoͤrmigen Gang. Der beſſere Theil 
derſelben, meiſtens dem Wege Euklids folgend, 
iſt, wie dieſer, kurz, buͤndig und ſtrenge in den 
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Beweiſen; aber dieſe Kürze und Buͤndigkeit ſtelle 
ſich zu, frühzeitig ein, und ſchrickt nicht ſelten den 
Schüler vom weiteren Vorſchreiten ab. Denn was 
fuͤr das reifere Alter des am Nachdenken ge⸗ 
woͤhnten Mannes geeignet iſt, für welches Euklid 
feine Elemente abgefaßt, dürfte (id) ſchwerlich für 
unfer Juͤnglingsalter eigenen. Ein anderer Theil 
derſelben, deutlicher und faßlicher als jene, iſt es 
gemeinhin auf Koſten der Gruͤndlichkeit, und da⸗ 
her nur brauchbar dem Schuler einige Begriffe 
von der Auflöͤſuug mathematiſcher Aufgaben zu 
geben, keinesweges aber ihn in den Geiſt der 
Mathematik einzuführen. 


Der oben angegebene Weg ſchien mir da⸗ 
her der zweckmaͤßigſte. Ob ich ihn erreicht ha⸗ 
be uͤberlaſſe ich Sachkennern zu entſcheiden; 
wenigſtens habe ich keine Muͤhe geſpart allent⸗ 
halben Deutlichkeit mit Gründlichkeit und Voll⸗ 
ſtaͤndigkeit zu verbinden, und mir da Kürze er» 
laubt, wo es ohne Beeintraͤchtigung eines dieſer 
Haupterforderniſſe geſchehen konnte. Die Theo⸗ 
rie der Parallelen glaube ich nach Bertrand voll⸗ 
kommen evident vorgetragen zu haben. Der Be⸗ 
griff des Unendlichen läßt fid), meiner Anſicht 
nach der Natur der Parallelen gemäß, hierbei 
ſchwerlich umgehen. Wir koͤnnen aber in Folge 
der bis dahin erlangten Begriffe keine andere 
unendliche Größen anwenden als die Winkelflä⸗ 


IX 
chen und Flaͤchenſtreifen, mit denen man auch 
hierbei vollkommen ausreicht. Wem gleichwohl 
dieſe Darſtellung nicht einleuchten ſollte, der kann 
ohne den Zuſammenhang zu unterbrechen, die 
$$. 116 bis 123 überſchlagen, den Lehrſatz des 
H. 124 als Grundſatz gue urb mit §. 125 
fortfahren. 


Die auf dieſer Theorie betenden folgen» 
den Lehren habe ich durch Einſchaltung manches 
mir wichtig geſchienenen Satzes, durch Vervoll⸗ 
ſtaͤndigung manches Beweiſes zu ergaͤnzen und 
beſonders der Lehre vom Kreiſe, dem Einſchreiben 
und Umſchreiben der Polygone und der Berech⸗ 
nung der Zahl * mehr Ruͤndung zu geben geſucht. 


Die ebene Trigonometrie ift größtentheils 
analytiſch behandelt worden, weil mir dieſer Weg 
der Natur dieſer Wiſſenſchaft, ſo wie den gro⸗ 
ßen Erweiterungen, deren ſie faͤhig iſt, am an⸗ 
gemeſſenſten ſchien. Vermittelſt einiger der hier 
entwickelten Formeln laſſen ſich oft Säge. be⸗ 
weiſen, welche fonft nur vermittelſt der Differen- 
tial- und Integralrechnung bewieſen werden koͤnn⸗ 
ten. Den beiden hoͤchſt wichtigen Formeln 
Goin u + B), cos ( g s) habe ich einen neuen 
mehr analytiſchen Beweis gegeben, welcher mie, 
mit der gebrauchten Methode übereinftimmender 
als der gewoͤhnliche (dien, 


* 

Die beiden erſten Abſchnitke dieſes Sehra 
buchs find für die dritte Klaſſe hoherer Gymna⸗ 
ſien beſtimmt. Hier, wo gewoͤhnlich mit dem 
geometriſchen Unterrichte der Anfang gemacht 
wird, kommt es beſonders darauf an, den Schuͤ⸗ 
ker an Gruͤndlichkeit zu gewoͤhnen, und dem Leh⸗ 
rer dieſer Klaſſe fälle der groͤßte Theil des Ver⸗ 
dienſtes zu, wenn die Schuͤler in der folgenden 
zweiten Klaſſe den dritten und vierten Abſchnitt 
nebſt der ebenen Trigonometrie vollſtaͤndig 
und gruͤndlich erlernen koͤnnen. Es kann dann 
nicht ſchwer werden in der erſten Klaſſe mit der 
Stereometrie, ſphaͤriſchen Trigonometrie und hoͤ⸗ 
hern Geometrie fortzufahren. 

Die erſten beiden Abſchnitte enthalten auch 
das, was meines Wiſſens beim Gavallerie Un: 
ër weeër Er gefordert wird, und das ganze 
Lehrbuch enthaͤlt das, was zum Offizier Exa⸗ 
men erforderlich ift. . 

Bei allem Fleiße, den ich auf die ots 
rectup verwendet habe, war es dennoch aus mans 
cherlei Urſachen nicht moͤglich die einem ſolchem 
Lehrbuche nöthige Correetheit zu erlangen. An. 
deſſen ſind die Druckfehler ſorgfaͤltig aufgeſucht 
und angezeigt, welche ich vor Serie des⸗ 
ſelben zu verbeſſern bitte. 

Breslau den 31. May 1818. 

Hahn. 
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Erſter Abſchnitt. 
Von den geradlinigten Figuren. 
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Allgemeine Grundfäge der Mathematik. 


PUER bie folgenden Wahrheiten von den 
Größen überhaupt gelten, und daher gewoͤhnlich 
dem Unterrichte in der Ar metik voran geſchickt 
werden, fo duͤrften fie doch in manchem Lehr⸗ 
buche der Arithmetik nicht in der Allgemeinheit 
dargeſtellt werden, als es fuͤr den folgenden 
Vortrag noͤthig ift; daher wir es nicht für une 
dienlich erachten, fie hier aufzuzählen. 


Erſter Grundſatz. 


Jede Größe ift fi ch ſelbſt gleich. 

Denkt man ſich nehmlich eine und dieſelbe 
Große als zweimal vorhanden, fo ift die eine 
derſelben der andern gleich. 


Zweiter Grundfaß, 
Wenn zwei Dinge einander gleich find, fo 
A 2 b 
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A mx 
kann das eine, in Rüͤckſicht der Größe, an bie 
Stelle des andern geſetzt werden, ) 


Dritter Grundſatz. 


Denkt man ſich irgend eine Größe in Thelle 
zerlegt, ſo iſt das Ganze allen ſeinen Theilen 
zuſammen genommen gleich, und größer als einer 
oder einige ſeiner Theile. 


Vierter Grundſah. 
Wenn jede von zweien Größen A und B 
einer dritten C gleich iſt, fo müffen auch A 
und D einandeg glich ſeyn. 


Fünfter Grundſatz. 


Wenn eine Größe größer oder kleiner iſt, 
als eine von zweien gleichen Groͤßen, ſo iſt ſie 
auch größer oder kleiner als die andere, 


Sechſter Grundſatz. S 


Was größer iſt, als bie größere von zweien 
ungleichen Größen, ift auch größer als die klei 
nere. Und was kleiner iſt, als die kleinere von 
zweien ungleichen Groͤßen, iſt auch kleiner als 
die größere, 
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Siebenter Grundſatz. 

Wenn zwei Größen einander gleich ſind, 
und man ſetzt zur einen eben ſo viel als zur 
andern hinzu, (o müffen beide Summen einan, 
der gleich ſeyn. SEH | 

Achter Grundſatz. 
Wenn zwei Großen einander gleich ſind, und 
man ſetzt zur einen mehr als zur andern hinzu, 
S muß bie erſte Summe größer als die andere 
2 ko ale adds 


Neunter Grundſaz. 

Wenn zwei Größen ungleich ſind, und man 
feßt zur größern eben fo viel als zur kleinern 
hinzu, ſo muß die erſte Summe größer als die 
andere ſeyn. : : 
Um fo mehr muß, wenn man zur groͤßern 
mehr als zur kleinern hinzuſetzt, die erſte 
umme größer als die zweite ſeyn. j 


Zehnter Grundſatz. 

Wenn zwei Größen einander gleich find, 
und man zieht von der einen eben ſo viel als 
von der andern ab, ſo muͤſſen die Reſte einan⸗ 
der gleich ſeyn. à; ` ` 

Zieht man hingegen von der einen mehr 
als von der andern ab, ſo bleibt da weniger 
übrig, wo man mehr abgezogen hat, 
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Eilfter Grundſatz. 


Sind zwei Größen ungleich, und man zieht 
von der größern eben fo viel als von der Pet, 


nern ab, fo if der erſte Reſt größer als der 
andere. 


Zwoͤlfter Grundſatz. 


Wenn zwei Groͤßen einander gleich ſind, ſo 
iſt jedes Vielfache der einen dem eben ſolchen. 
Vielfachen der andern gleich. 


Direizehnter Grundſatz. 

Wenn zwei Größen ungleich ſind und man 
nimmt von der groͤßern ein eben ſolches Viel⸗ 
fache als von der kleinern, fo iſt das erſte Viel⸗ 
fache großer als das andere. 


Vierzehnter Grundſatz. 


Wenn zwei Groͤßen einander gleich ſind, 
und man nimmt von der einen den eben fo 
vielten Theil als von der andern, fo müflen 
dieſe Theile einander gleich ſeyn. 


Fuͤnfzehnter Grundfatz. 

Wenn zwei Größen ungleich find, und man 
nimmt von der grófern den eben fo vielten Theil 
als von der kleinern, ſo iſt der erſte RN 
größer als bet andere. 


Erſter Abſchnitt. 
Von ben geradlinigten Figuren. 


Erſtes Kapitel. 


Allgemeine Begriffe von der Ausdehnung, und 
insbeſondere von den Körpern, Flächen, Linien, 
Punkten, Winkeln ıc. 


$. 1. Erklärung. 
Die Geometrie *) ift die Wiſſenſchaft, welche 
die Eigenſchaften der ausgedehnten Größen unterſucht, 
und lehrt, wie man aus. Größen dieſer Art andere uns 
bekannte finden kann. Sie unterſucht alſo dle Eigene 
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*) ueber den Gegenſtand der Mathematik überhaupt, und 
eines jeden Zweiges derfelben insbeſondere handelt meine 
Einladungsſchrift: umriß der mathematiſchen 
Wifſenſchaften. Breslau, 1817. bei Holäufer. 


ſchaften der Größen im Raume, und fett bei ihren 
Unterſuchungen vorzüglich auf die gegenſeitige Lage der 
Thelle dieſer Groͤßen, d. h. ſie zieht vorzuͤglich die 
Geſtalt derſelben in Betrachtung. 


§. 2. Erklärung. 


Um die Lehren der Geometrie gehörig auffaffen zu 
konnen, muß man für erſt alle Eigenſchaften der zu 
unterſuchenden Gegenſtaͤnde außer Acht laſſen, und nur 
auf Größe und Geſtalt derſelben Rüdficht nehmen. 
Wiewohl nun Feiner der uns bekannten phyſiſchen Koͤr⸗ 
per in allen ſeinen Theilen von der Materie, welche ihn 
zuſammenſetzt, angefuͤllt iſt, ſondern einige mehr an⸗ 
dere weniger durchlöchert find, fo nimmt doch der Geo⸗ 
meter bei feinen erſten Unterſuchungen feine Ruͤckſicht 
hierauf, ſondern betrachtet den ganzen Raum, den ein 
u Körper einzunehmen ſcheint, als in allen 
einen Theilen von jener Materie ununterbrochen ange⸗ 
füllt. Eine ſolche Größe, deren Theile alle fo zuſam⸗ 
menhaͤngen, daß wo ein Theil aufhoͤrt, unmittelbar 
ein anderer anfángt, und zwiſchen dem Ende des einen 
und dem Anfange des andern nichts iſt, was nicht zu 
‚biefer Größe gehörte, nennt man eine ſtetige oder 
zuſammenhängende / Groͤße. 


$. 3. Erklärung. 

Denkt man fid) nun von einem ſtetigen phyſiſchen 
Körper feine Materie und alle andere Eigenſchaften 
deſſelben hinweg, und behaͤlt blos den von ihm einge⸗ 
nommenen Raum bei, (o ift dieſer Raum ein geo mes 
triſcher Korper, 


Ein geometriſcher Körper (ft alſo ein 
nach allen Richtungen, nehmlich nach Länge, 
Breite und Dicke oder Hoͤhe ausgedehnter 
Naum. 


Anmerkung. um einen Begriff von einem geome⸗ 
triſchen Körper zu erhalten, denke man ſich eine Kugel 
von geſchmolzenem Wachs umgeben, und die Mögliche 
Fit, daß die Kugel berausgehoben werden könne, ohne 
daß das Wachs in der einmal angenommenen Form eine 
Aenderung erleide, ſo wird der innerhalb des Wachſes 
bleibende leere Raum einen geometriſchen Körper bilden. 

Hat man aber erft dle Eigenſchaften eines geometri⸗ 
ſchen Körpers gefunden, fo iſt es fet leicht, dieſelben 
auf den phyſiſchen Körper anzuwenden. 


$. 4. Erklärung. ` 

Da ber geometrifche Körper nur ein Theil des 
unendlichen Raums Ht, fo wird in den Gegenden „wo 
der Raum des Körpers aufhört, fogleid) ein anderer 
anfangen. Man denke ſich z. B. eln Gefäß zum Theil 
mit Waſſer angefüllt, ſo wird in der Gegend, wo der 
vom Waſſer eingenommene Raum aufhört, unmittelbar 
ein anderer anfangen. Nun aber neunen wir dle 
Graͤnze eines Gegenſtandes fein aͤußerſtes, oder die 
Gegend, wo er aufhört, diefer Gegenſtand zu ſeyn. 
Die Gränze des vom Waſſer eingenommenen und des 
darüber fortlaufenden Raums kann alſo feme Dicke 
haben, indem ſie weder einen Theil des untern, noch 
des obern Raums ausmachen kaun; fie kaun alfo kein 
Theil des Korpers, und nur nach Länge und Breite 
ausgedehnt ſeyn. Eine ſolche Ausdehnung nennt mau 
eine Flache. , 
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eine Fläche ift alſo die Orange des Bir, 
pers, und folglich eine Ausdehnung, welche 
nur Länge und Breite, aber keine Dicke hat. 


Anmerkung. Da man in jeder Gegend des Koͤrpers 
den einen Theil deſſelben vom andern geſchieden, alſo 
beide Theile deſſelben als an einander gränzend bettadja 
ten kann, fo laßt fich auch in jeder Gegend des Koͤrpers 
eine Flaͤche gelegt denken. Es gäre aber (efr trío, wenn 
man den Körper als aus Flachen zuſammen geſetzt bee 
trachten wollte, welches unmoglich iſt, da letztere eine 
Ausdehnung ganz anderer Art als der Koͤrper iſt, und 
jede Große nur aus Theilen derſelben Art zuſammen es 

. $t ſeyn kaun. 


§. 5. Erklarung: 

Die Graͤnze zweler an einander ſtoßenden Flaͤ⸗ 
chen, welche alſo weder einen Theil der einen noch der 
andern Flaͤche ausmachen, und daher Feine Breite haben 
kann; nennt man eine Linke. 

Sie iſt alſo eine Ausdehnung nach Laͤnge 
ohne Breite und Dicke. 

Wäre es möglich, daß die Oberflache zweier an 
einander ſtoßenden Felder vollkommen ſtetige Größen 
waren, fo wuͤrde die Gegend, wo dieſe an einander 
ſtoßen, ihre beiderſeitige Graͤnze ſeyn, fónnte weder 
dem einen noch dem andern zugehören, alſo keine Breite 
baben, und müßte daher eine Ausdehnung ganz anderer 
Art, uehmlich Zë nach der Länge und alſo eine Linie 


ſeyn. 


Anmerkung. Eine Flache kann, als der Linie uns 
gleichartig, nicht aus Linien zuſammen geſetzt ſeyn, mie: 
wohl man (fd in jeder Gegend einer Flache eine Linie 
gezogen denken kann. 


" 
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§. 6. Erklärung. 


Die Graͤnze zweier an einander ſtoßenden Linken 
beißt ein Punkt. Als Gränze beider Linien kann er 
weder der einen noch der andern zugehoͤren, alſo keine 
Länge haben; und da er, in der finie befindlich, auch 
feine Dicke haben kann, fo hat ein matbematia 
ſcher Punkt weder Länge noch Breite noch 
Dicke. 


Anmerkung. Eine Linie kann nicht aus Punkten 
zuſammen geſetzt ſeyn, wiewohl man fid in jeder Stella 
einer Linie die Graͤnze zweier an einander ſtoßenden 
Linien, alſo einen Punkt denken kann. 

Anme ung 3. Wiewohl es in der Natur Feine 
für fid beſtehende Ausdehnungen ohne Preite oder ohne 
Breite und Dicke giebt, fo konnen gleichwohl Ausmeſ⸗ 
ſungen ſolcher Größen geſchehen. Wenn z. B. der Lands 
wirth ein Feld ausmeſſen läßt, fo wird die Dicke des 
Feldes gaug außer Acht gelaſſen. Man bekuͤmmert ſich 
bloß um die aͤuſſerſte Oberflache deſſelben, betrachtet es 
als eine mathematiſche Flaͤche, ob e$ gleich eigentlich ein 
phyſiſcher Körper iſt. Dieß kann als Beiſpiel dlenen, 
wie leicht die abſtraeten Lehren der Mathematik auf 
wirkliche Gegenſtaͤnde anwendbar find. Wir abſtrahlren 
nehmlich von der Dicke des Feldes und betrachten feine 
Oberflache als für ſich beſtehend. Und fo koͤnnen wir 
uns die Fläche, Linie und den Punkt, von dem Korper, au 
dem allein fie wahrnehmbar find, abgeſondert denken 
und als fuͤr ſich allein beſtehend betrachten. 


$. 7. 

Da man fid) (F. 5) in jeder Linle fo viele Punkte 
als man will denken kann, fo kann man fid) auch vors 
ſtellen, daß eine Linie entſtehe, wenn ſich ein Punkt 
aus einem Orte nach einem andern bewegt. Man 
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be zeichnet gewöhnlich einen Punkt durch einen Buch⸗ 
ſtaben. Stellt man fi daher vor, daß ein Punkt 
fib aus der Stelle A Pig. 1. nach der Stelle B bes 
wegt, fo. kann fein. durchlaufener Weg nur eine Laͤnge. 
oder eine Linie ſeyn. So klein aber auch der Weg 
ſeyn mag, den der Punkt in einem noch fo kleinen 
Zeittheilchen durchlaufen kaun, fo wird biefer bod) ins 
mer einige Länge haben, weil ſonſt der Punkt nicht 
aus ſeiner erſten Stelle gerückt ſeyn wuͤrde. Die ganze 
von dieſem Punkte durchlaufene Linie wird alſo aus den 
vielen ſehr Heinen Linien zuſammen geſetzt ſeyn, welche 
der Punkt wahrend feiner Bewegung nach und nach 
durchlaufen hat. Eine Linie kann alſo nicht aus Punk⸗ 
ten zuſamimen geſetzt epu. 


H. 8. Erkin 

Eine gerade Linie iſt eine ſolche, welche ache 
zweien Punkten 4, B Pig. 1. nach einerlei Richtung 
fortgehet. Sie wird alſo erzeugt, wenn ein Punkt in 
feiner Bewegung von der Stelle A aus feine aufaͤng⸗ 
liche Richtung gegen B zu fortwährend beibehaͤlt. Wenn 
biugegen der als in Bewegung gedachte Punkt fortwaͤh⸗ 

rend feine Richtung ändert, und auch wicht in einem 
Moment die Richtung beibehaͤlt, welche er im naͤchſt 
vorhergehenden Momente hatte, ſondern ſich in einer 
Linie wie ACB oder 40H bewegt, ſo wird dieſe eine 


krumme Linie genannt. 


In einer krummen Linie iſt alſo kein Theil gerade, 
und wenn eine Linie aus geraden und krummen Theilen 
zuſammen geſetzt iſt, ſo heißt ſie eine vermiſchte 

Linle wie ABCDEFGH Fig. a. Eine gerade Linie 
wird durch zwei Vuchſtaben bezeichnet, welche ſich an 
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ihren beiden Endpunkten befinden. So bedeutet AB 
die zwiſchen den Punkten 24 und 3 liegende gerade 
finie, : 

$.9. Sorberung: 

Von jedem gegebenen Punkte nach einem 
Andern eine gerade Linie zu ziehen, und 
dieſelbe über ihre Graͤnzen hinaus zu bera 

Tängern. 

Es bedarf wohl kaum einer Erlunerung, daß hier 
nur von dem die Rede iſt, was wir in Gedanken vere 
richten koͤnnen, und es iſt einleuchtend, daß wir uns 
durch jede zwei Punkte unſerer Erdkugel durch dieſelbe 
eine gerade Linie gezogen, und dieſe Linie von beiven 
Seiten bis an die Himmelskugel verlängert denken 
konnen. 


8 10. e EE 

Wenn man von einem Punkte 4 Fig, v. 
mad einem und demſelben andern 2 zer 
gerade Linien zieht, ſo werden beide ganz 
auf einander fallen. Denn alle Theile der erſten 
haben nad) 2 zu einerlei Richtung, und eben dieſe 
Richtung hat jeder Theil der andern; folglich kann 
kein Theil der einen von der Richtung der andern abe 
N und beide Linien müffen alſo auf einander 

allen. 


F. n. Grundſatz. 
Zwei Punkte beſtimmen die Lage einer 
geraden Linie. i 
Durch einen Punkt A Fig. 3 können verfchledene ` 
Linien 4, AF, AH gezogen werden. Sobald aber 
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außer A noch ein Punkt 2 gegeben iſt, durch welchen 
die zu zlehende Linie gehen (oll, fo ift ihre Lage Dee 


ſtimmt, weil jede andere durch A und B gelegte ges 


rade Linie mit Pieter zufammen. fallt (§. ro). 

Bei krummen Linien iſt dleß nicht der Fall, indem 
man zwiſchen A und B Fig. 1. unzählige krumme 
Linien ziehen kann. 


$ 12. Grundſatz. 


Zwei gerade Linien konnen einander nut 
in einem Punkte ſchneiden, und daher keinen 


Naum einſchließen. 


Denn ſobald zwei gerade Linien zwei Punkte ges 
meinſchaftlich haben, muͤſſen fie (§. 10) in eine einzige 
zuſammen fallen. 


$. 13. Erklarung. 


Größen, heißen einander deckend oder cone 
$tuent, wenn die Graͤnzen der einen und alles das 


zwiſchen enthaltene, auf die Graͤnzen und alles dazwi⸗ 


ſchen liegende der andern fallen, Das Zeichen der Go: 
gruenz iſt Z ober 2, 


§. 14. Grundſatz. 
Größen, welche einander decken, fin» 
einander gleich. 
Denn fie können nur in v Stelle verſchieden 
ſeyn, welche ſie im Raume einnehmen. 


$. 15. Grundſatz. 
Wenn zwei gerade Linien einander gleich 
find, fo find fie auch congruent. Wenn man 
nehmlich den einen Endpunkt 4 Pig. 4. auf 


CR 
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den Endpunkt C, und die Linie ZB in der 
Richtung CD legt, fo muß auch der andere 
Endpunkt B ber erfien auf den andern Ende 
punkt D dex andern fallen. 

Denn eine gerade Linie kann von einer andern nur 
durch ihre Länge unterſchieden ſeyn. Iſt fie ihr alfo 
gleich, und hat ſie mit derſelben einerlei Anfangspunkt 
und einerlei Richtung, fo muß fie auch mit ihr einerlei 
Endpunkt haben. : ^ 


§. 16. Anmerkung. 

Der Grundſatz 8. 14 iſt nicht umgekehrt wahr, nehm⸗ 
lich gleiche Größen muͤſſen nicht nothwendig congruent 
ſeyn. Denn man ſieht leicht ein, daß die beiden Flaͤchen 
ABCD und EF OH Fig. 5. einander gleich ſeyn konnen, 
ohne deshalb einander zu decken. Bei den geraden 
Linien jedoch iſt dieſer Satz auch umgekehrt wahr (F. 15). 


g. 17. Anmerkung. 
um eine gerade Linie auf dem Papiere bildlich dar zus 
ſtellen, bedient man fid) des bekannten Linials, woran 
man mit einer fein zugeſpitzten Bleifeder binfibrt. Das 
hierdurch entſtehende Bild wird zwat immer einige, wenn 
gleich ſehr geringe Breite und Dicke haben. Es kann 
indeſſen doch dazu dienen, den Begriff einer finie, 
welche ſich nicht vom Körper getrennt darſtellen laßt, 
zu verſinnlichen. 
Auf dem Felde wird iwiſchen zwei Punkten A, B, Fig. 6. 
eine gerade Linie gezogen (abgeſteckt), wenn man in 
den Punkten A und B zwei Stangen gerade aufwärts 
ſtellt, und zwiſchen denſelben elne Schnur oder elſerne 
Kette ausſpannt. Will man dleſe gerade Liule nach der 
Gegend von C hin verlängern, fo tritt jemand mit einer 
aufwärts gerichteten Stange in die Gegend von C hin. 
Eine bei A befindliche Perſon haͤlt das Auge hinter der 
in dieſem Punkte befindlichen Stange und winkt der het 
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© befindlichen perſon zu, die Stange rechte oder linke 
zu rüden, fo lange bis ſie dem Auge hinter A nicht 


mehr ſichtbar it, in welchem Falle fie ſich in der vete 
längerten Richtung der Linie AB befinden wird. 


F. 18. 

So wie man ſich die gerade Linie als aus 
der Bewegung eines Punktes entſtehend denken kann, 
eben ſo kann man ſich auch die Entſtehung einer 
Flaͤche vorſtellen, wenn eine Linie ſich anders als nach 
ihrer Richtung bewegt. Wenn fid) z. B. die Linie 
AB Fig. 7. in der Richtung 40 bewegt. Desgleichen 
kann man ſich die Entſtehung eines geometriſchen Koͤr⸗ 
pers vorſtellen, wenn eine Fläche ni anders als nach 
ihrer Richtung bewegt. 


F. 19. Erklarung. 

Gleich wie die Linien in gerade und krumme einge: 
theilt werden, eben fo thellt man die Flachen in ebene 
und krumme. 

Eine ebene Flache oder eine Ebene iſt eine 
ſolche, welche allenthalben nach geraden Linſen ausge⸗ 

dehnt iſt, dergeſtalt, daß jede zwiſchen zweien auf ihr 
genommenen Punkten gezogene gerade Linie ganz in 
dieſe Fläche fallt. Eine krumme Flaͤche df eine folche, 
in welcher kein Theil eben iſt. 

Ein ſinnliches Bild von einer Ebene gelt ein Blatt 
Papier. Desgleichen denkt man fid) die Oberflache eines 
flach liegenden Feldes als eine Ebene (obgleich es nie 

eine Ebene ſeyn dürfte). Ein Beiſpiel von einer krum⸗ 

men Flaͤche giebt die aͤußerſte Vegränzung eines Eyes. 


' $, 20. 
Die bisher gegebenen Begriffe von Korpern 
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Flächen, Linien und Punkten find in ber Geometrie, 
welche von den einfachſten Begriffen zu den zuſam⸗ 
mengeſetzteren fortfchreitet, von der höchften Wichtigkeit, 
da eine richtige Auffaſſung derſelben das Fortſchreiten 
in dieſer Wiſſenſchaft außerordentlich erleichtert, ſo wie 
im Gegentheile unrichtige Begriffe ſelbſt geübte Geo⸗ 
meter zu den gröbften Irrthuͤmern verleitet haben. 


Sat, Erklärung. 


Nachdem die eine Ausdehnung begraͤnzenden Linien 
und Punkte in einer und derſelben Ebene oder in vers 
ſchiedenen Ebenen liegen, theilt man die Geometrie in 
die ebene uud körperliche Geometrie. In 
erſterer wird vorausgeſetzt, daß alle Begraͤnzungen in 
elner und derſelben Ebene liegen; in letzterer aber wird 
das Gegentheil vorausgeſetzt. In der Folge wird im⸗ 
mer vorausgeſetzt werden, daß die begranzenden Linien 
und Punkte in einerlel Ebene liegen, wenn nicht das 
Gegentheil ausdruͤcklich bemerkt wird. 


§. 22. Erklaͤrung. 


Ein ebener geradlinigter Winkel fft die 
Neigung zweier in einerlei Ebene liegenden, und in 
ei nerlei Punkt zuſammentreffenden geraden Linen AB, 
«4C. Fig. 8. 

Der Punkt A, worin die beiden Linien zuſammen 
treffen, heißt ſein Scheitel, und die beiden zuſammen 
treffenden Linien BA, CA feine Schenkel. 

Denkt man fid) nehmlich die Linie 4C in ihrer 
Richtung Defefligt, und die Linie AB als um ben 
Punkt A herum bewegbar, fo kann AB gegen 40 
verſchledene Lagen oder Neigungen haben. Bald kann 
* 


fie der Lage naher kommen, in welcher fie auf 40 
faͤllt, bald kann fie fi von diefer Lage entfernen, d. 
h. fe wird bald mehr, bald weniger gegen 40 geneigt 
ſeyn, und dieſe Neigung iſt es, was den von ihnen 
gebildeten Winkel beſtimmt. 

Die Größe des Winkels hängt alſo durchaus nicht 
von der Länge der Schenkel ab, indem die Theile BA 
CA der Schenkel eben die Neigung gegen einander 
haben als die Linien EA, FA; Sie hängt vielmehr 
nur von der Aus einanderſperrung der Schenkel ab, und 
derjenige von zweien Winkeln iſt groͤßer, deſſen Schen⸗ 
kel weiter auseinander geſperrt find, wenn auch "es 
Schenkel kürzer als die des andern find, 


$. 23. Willkührlicher Satz. 

Man bezeichnet einen Winkel entweder durch einen 
kleinen Buchſtaben, den man innerhalb zwiſchen ſeine 
Schenkel ſetzt, oder durch einen außerhalb an der Spitze 
deſſelben geſetzten Buchſtaben, oder durch drei Buchſta⸗ 
ben, von denen zwei an den beiden Endpunkten der 
Schenkel, und einer am Scheltel deſſelben befindlich iſt. 
Beim Ausſprechen wird der am Scheitel befindliche 
immer in die Mitte geſetzt. Der Winkel Fig. 8 kann 
alſo ausgeſprochen werden: Der Winkel x oder der 
Winkel A oder der Winkel BAC. 

Anſtatt des Worts Winkel kaun man das abge⸗ 
kuͤrzte Zeichen (I.) gebrauchen, und alfo ſetzen Z^ x; 
oder / A ober Z^ BAC. 


$. 24. Grundſatz. 
Wenn zwei Winkel ABC, DEF Fig, 9 bera 
geſtalt auf einander paſſen, daß, nachdem 


der Scheitelpunkt Bauf den Scheitelpunft E, 
und der Schenkel BC auf den Schenkel EF 
gelegt iſt, auch der Schenkel BA in der Rich- 
tung ED fallt, fo find fie einander gleich. 

Denn da ($. 22) die Größe des Winkels nicht von 
der Länge feiner Schenkel abhängt, fo kann man ſich 
alle von gleicher Laͤnge denken; alsdann aber werden 
alle Graͤnzen des einen Winkels auf die des andern 
fallen, und beide Winkel müffem alſo einander gleich 
ſeyn ($. 14) 


$,25. Grundſatz. 

Wenn zwei Winkel einander gleich find, 
(o find fie aud) congruent. 

Denn bei zweien Winkeln kann weiter nichts unter⸗ 
ſchieden ſeyn als ihre Neigung oder Auseinanderſper⸗ 
rung, indem dle Laͤnge oder Kuͤrze der Schenkel nicht 
in Betrachtung kommt, welche man fid) daher bei bei- 
den gleich vorſtellen kann. Denkt man ſich daher den 
Winkel ABC Fig, 9 dergeſtalt auf DEF gelegt, daß 
der Scheitelpunkt B. auf Z und der Scheukel BC in. 
der Richtung ZZ fallt, (o muß nothwendig der Schen⸗ 
kel BA in der Richtung ED zu Legen kommen, weil 
beide Linien nur in dieſer Lage dieſelbe Neigung gegen 
Ihren gemeinſchaftlichen Scheukel BC haben können. 


$. 26. Erklärung. 


Wenn zwei Winkel EBC, EBD Fig. 10 einen 
Schenkel EB und den Scheitelpunkt B gemeluſchaftlich, 
ihre beiden anderen Schenkel BC, BD aber in einerlei 
geraden Linie nach entgegengeſetzten Richtungen des 

92 
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gemeinſchaftlichen Scheitels 2 haben, fo nennt man 
ſie Nebenwinkel. 


$. 27. Erklärung. 

Wenn eine gerade Linie AB Fig, 10 auf einer 
andern CD ſo ftchet, daß fie nach der einen Seite BC 
hin dieſelbe Neigung hat als nach der andern BD, oder 
daß die Nebenwinkel ABC, A5 einander gleich find, 
(o ſagt man .4B ſiehe auf CD ſenkrecht, loth⸗ 
recht, perpendicular; und die Winkel ABC, ABD 
heißen rechte Winkel. Ein rechter Winkel ift 
alſo ein ſolcher, welcher feinem Nebenwinkel gleich it. 
Man bezeichnet ihn durch R. i 
Jeder Winkel, welcher größer als ein rechter iſt, 

wie EBD heißt ein ſtumpfer, und jeder Winkel, 
welcher kleiner als ein rechter ift, wie EBO heißt ein 
ſpitzer. Beide letztere heißen auch ſchiefe Winkel. 


§. 28. Lehrſatz. 5 

Alte rechte Winkel ſind einander gleich. 

Beweis. Es ſeyen ABC. DEF Fig, 11 rechte 
Winkel, fo ift, wenn man die Schenkel CB, VE nach 
und II verlängert, der Winkel 450 — A 
und DEF — DEI G. 27). 

Man lege nun den Winkel ABO dergeſtalt auf 
DEF, daß der Punkt B auf E und die Linie BC 
auf EF falle, fo wird ihre Verlängerung DC auf die 
Verlaͤngerung EH fallen ($. 10). Fiele nun BA nicht 
auf ED, ſondern in der Richtung EK, fo daß KEF 
den Winkel ABC und KEH den Winkel 43 vor⸗ 
ſtellt, ſo müßte noch immer KE = KEH fen, 
Nun aber iſt, weil DEF ein rechter Winkel ift, der 


E 
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Z DEF — DEH; da aber der Winkel XE < 
DEH, indem er nur ein Theil von DEH ift (Grund⸗ 
ſatz 3), fo ift auch KEH T DEF; um fo mehr müßte 
alſo KEH < KH, Gem dem vorigen, daß 
nehmlich KEV = KEF widerſpricht. Folglich kann 
BA nicht anders als auf ED fallen, und die Winkel 
ABC, DER werden alſo einander gleich ſeyn G. 24). 


$. 29. Erklärung. 

awe Winkel, welche wie AEC, DEB Fig. 
einen gemeinſchaftlichen Scheitel E haben, und bd 
denen die Schenkel des einen die ruͤckwaͤrts verlängerten 
Schenkel des andern find, heißen Scheltelwinkel. 

Dergleichen Scheltelwinkel werden immer entſtehen, 
wenn zwei gerade Linien einander ſchneiden, weil alle 
um den Durchſchnittspunkt liegende Winkel dieſen Punkt 
zum gemeinſchaftlichen Scheitel haben, und die Schens 
kel eines jeden Winkels die ruͤckwaͤrts verlängerten Schenkel 
des ihm entgegen ſtehenden Winkels ſind. 


F. 30. Erklarung. 

Zwei gerade Linien, welche wie AB, CD Fig. 13 
in einerlei Ebene liegen und nie zuſammen treffen, fo 
weit man ſie auch von belden Seiten verlängern mag, 
beißen gleichlaufende oder parallele Linien. 
Zwei gerade Linien heißen zufammenlaufeud oder 
convergirend, wenn fie wie EF und GH Fig. 14 
verlängert einander ſchneiden. Wenn man eben dieſe 
Linlen nach den entgegen geſetzten Ri utes FE, 
HG betrachtet, heißen fie auselnande fahrend 

oder divergirend. 


Ze 
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Es giebt noch andere gerade Linien, welche einander 
nie ſchneiden. Wenn z. B. eine dieſer Linien von Oſten 
nach Weſten, und die andere in einiger Entfernung uͤber 
derſelben von Süden nach Norden fortaehet. Dergleichen 
Linien liegen nicht in einerlei, ſondern in verſchiedenen 
Ebenen, und find alſo nicht parallel. 

Um anzuzeigen, daß zwei gerade Linlen 43, CD 
parallel find, ſetzt man auch zwiſchen beide das Zeichen 
(HD) und ſchreibt alſo AB NH CD. 


$. 31. Erklarung. 

Eine Flächenfigur ift eine von allen Seiten 
begraͤnzte Flache. Eine ebene Figur ifl eine von 
allen Seiten begraͤnzte Ebene. Jede der Linien, welche 
eine Figur Degrángt, heißt eine Seite der Figur und 
alle begraͤnzenden Linien zuſammen genommen nennt 
man ihren Umfang oder Perimeter. 

So wie der Raum ſelbſt uͤber alle Graͤnzen hin⸗ 
aus gehen kann, ſo kann man ſich auch eine Ebene 
über alle Graͤnzen hinaus erweitert denken. Will man 
nun ein beſtimmtes Stuck einer Ebene betrachten, fo 
muß es allenthalben von der übrigen Ebene getrennt, 
und alſo von Graänzen eingefchloffen ſeyn. | 

Eine ebene Figur heißt geradlinigt, wenn ſie 
Fig. 15 von lauter geraden, krummlinigt, Fig. 16, 
wenn De von lauter krummen, und vermifchtlinigt, 
Fig. 17 wenn ſie von geraden und krummen Linien 
zugleich eingeſchloſſen wird. Im Folgenden wird nur 
von ebenen Figuren die Rede ſeyn, wenn nicht das 
Gegentheil ausdrücklich bemerkt wird, 5 


§. 32. Erklärung. 
Eine Figur, worin alle Seiten und alle von He: 
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fen Seiten gebildeten Winkel einander gleich ſind, heißt 
eine ordentliche oder regulaͤre Figur wie ABC 
DEF Fig. 18. Jede andere Figur, es ſeyen darin 
alle Seiten ohne die Winkel, oder alle Winkel ohne die 
Seiten oder auch keins von beiden gleich, heißt eine uns 
ordentliche oder irreguläre Figur. 


§. 33. Erklarung. 

Eine ebene Figur, welche wie Fig. Ig von einer 
krummen Linie begränzt wird, in welcher alle Punkte 
von einem beſtimmten Punkte C innerhalb der Figur 
gleiche Entfernung haben, heißt ein Kreis oder Zir- 
kel, und die den Kreis begrängende krumme Linie heißt 
der Umkreis oder die Peripherie des Kreiſes. 

Der Punkt C, von welchem jeder Punkt ber Pe⸗ 
tipherie gleiche Entfernung hat, heißt der Mittel⸗ 
punkt oder das Centrum. 

Jeder Theil des Umkreiſes Heißt ein Kreisbogen 
wie AED. 

Jede gerade Linie vom Mittelpunkte nach dem Um⸗ 
kreiſe gezogen, heißt der Halbmeſſer oder Radius. 

Eine gerade Linle, welche von einem Punkte der 
Peripherle durch den Mittelpunkt nach einem andern 
Punkte der Peripherie reicht, heißt ein Durchmeſ ſer er 
oder Diameter des Kreiſes, wie AB. 

Cine Linie, welche wie 4 zwei Punkte des 
Umkreiſes verbindet, ohne durch den Mittelpunkt zu 
gehen, o OR eine Sehne ober Chorde. 


§. 34. 85 
Um von der Entſtehungsart des Kreiſes hei Bes 
griff zu erhalten, braucht man ſich bloß vorzuſtellen, 
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daß elne Linſe CA Fig. 19 fid) in einer Ebene um 
den feſten Punkt C herum bewege, bis fie wieder in 
ihre vorige Lage kommt. Der bewegliche Endpunkt A 
wird waͤhrend ſeiner Umdrehung alle Punkte der Kreis⸗ 
linie durchlaufen, und jeder Punkt dleſes Umkreiſes wird 
um die Linie 40 vom Mittelpunkte entfernt ſeyn. 


* 


§. 35. Forderung. 

Aus jedem gegebenen Punkte mit jeder 
gegebenen geraden Linie einen Kreis zu bea 
ſchreiben. 

Denn die gegebene Linie mag noch ſo groß ſeyn, 
fo kann man fid) immer vorſtellen, daß fie fid) in einer 
Ebene um den gegebenen Punkt herum (d bis (ie 
wleder in ihre vorige Lage kommt. 


$. 36. Grundſatz. 


Alle Halbmeſſer eines und deſſelben Kreis 
ſes ſind einander gleich. 

Denn jeder von ihnen giebt die allenthalben gleiche 
Entfernung des Mittelpunktes vom Umkreiſe an. 


$. 37. Grundſatz. 
Alle Durchmeſſer eines und deſſelben 
Kreiſes ſind einander gleich. 
Denn jeder Durchmeſſer beſteht aus zweien Halb⸗ 
meſſern. 
8. 38. Anmerkung. 

Außer der Kreislinie können noch unzählige andere 
krumme Linien eine Figur einfließen, wie Fig. 16. In 
ber niedern ober Clementar⸗Geometrie, werden 
indeſſen außer der geraden Linie und der von ihr begränz⸗ 
ten Figuren nur noch die Eigenſchaften der Kreislinie 
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unterſuchk. Die Unterſuchung der Eigenſchaften aller Abt, 
gen krummen Linien gehört zur hoͤhern Geometrie. 


$. 39. Erklarung. 

Soll eine ebene Figur von geraden Linien einge⸗ 
ſchloſſen werden, fo find wenigſtens drei ſolcher Linien 
dazu erforderlich, well zwei gerade Linien keinen Raum 
einſchließen koͤnnen (§. 12). 

Nach der Anzahl der Seiten, welche eine Figur 
einſchließen, oder der dadurch eutſtehenden Winkel, wird 
die Figur benannt. 

Sie heißt nehmlich dreiſeltig oder ein Drei: 
eck, wenn fie von dreien Seiten begrángt wird, wie 
We Fig. 20. 

Sie heißt ein Vier» Fünf⸗ oder Sechseck, 
wenn fie von vier,, fünf oder ſechs Seiten begraͤnzt 
wird ). ; 

Jede Figur = welche mehr als vier Seiten hat, 
heißt überhaupt ein Vieleck oder Polygon. Jede 
der das Vieleck einſchließenden Seiten heißt eine Pol y⸗ 
gonfeite, und der von zweien auf einander folgenden 
Polygonſeiten eingeſchloſſene und einwärts gekehrte Wins 
kel ein Poligonwinkel, wie AB Fig. 18. 

Eine gerade Linie, welche in einer vier- oder viels 
ſeitigen Figur die Scheitel der Winkel, welche keinen Schen⸗ 
kel gemein haben, mit einander verbindet, heißt eine 


— 


*) Es giebt auch ebene krummlinigte Drei: gier: und Viel 
ecke, welche von drei, vier und mehreren einander ſchnel⸗ 
denden krummen Linien eingeſchloſſen werden. In der 
Folge wird nur von geradlinigten die Rede ſeyn. 
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Dia gonallinie. 3. B. AD Fig. 7 iſt eine Diago⸗ 
uallinie. 5 5 
$ 40. Erklärung. 

Die Dreiecke unterſcheidet man ſowohl in Ruͤckſicht 
der fie einſchließenden Seiten als auch der von dieſen 
Seiten gebildeten Winkel. 

Ruͤckſichtlich der Seiten nennt man ein Dreieck 
gleichſeitig, deſſen drei Seiten alle einander gleich 
Tib, wie ABC Fig. ac. 

Gleichſchenklicht heißt T Dreieck, welches 
zwei gleiche und eine ungleiche Seite hat wie ABC Pig. 21, 

Ein ungleichſeitiges Dreieck ift ein ſolches, 
worin auch nicht zwel Seiten einander gleich ſind, wie 
ABO Fig. 22. 

Im gleichſchenklichten Drelecke nennt man die uns 
gleiche Seite deſſelben die Grundlinſe oder Baſis, 
und die beiden gleichen Seiten heißen die Schenkel des 


Dreiecks. Im Dreſeck ABC Fig. at iſt BC bie Das _ 


ſis, und dle Seiten AB, AC find eet Schenkel. 


Gar. Erklärung. e 

In Ruͤckſicht auf die Winkel heißt ein Dried 
recht winklicht, wenn es einen rechten Winkel hat 
wie ABC Fig. 23. 

Ein Dreieck iſt ſtumpfwinklicht, wenn es einen 
ſtumpfen Winkel hat, wie ABC. Fig. 24. 

Ein ſpitzwinklichtes Dreieck iſt ein ſolches, 
worin alle drei Winkel ſpitz find, wie 450 Fig. 22. Beide 
letztere Arten Dreiecke führen auch den gemeinſchaftlichen 
Namen ſchiefwinklichte. 

Im rechtwinklichten Dreiecke ABC Fig. 23 nennt 
man die belden Seiten, welche den rechten Winkel eins 
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ſchließen wie AB, DC feine Kathet en, und die dritte 
Seite 40 ſeine Hypothenuſe. 


$. 42. Erklärung. 

In einem Dreiecke ift ein Winkel an einer 
Seite anliegend, wenn dieſe Seite einen 
Schenkel des Winkels ausmacht. Ein Winker ift einer 
Seite gegenuͤberſtehend, und umgekehrt eine Seite 
einem Winkel gegenüberſtehend, wenn dle 

Seite keinen Schenkel des Winkels ausmacht. Im 
Dreiecke ABC Pig 22 find die Winkel ABC, .ACB 
an der Seite 80 anliegend, der Winkel 5.40 aber 
der Seite BC gegenüber ſtehend; und eben fo ijt die 
Seite BC dem Winkel DAC, die Seite 40 bem Wins 
kel ABC gegenuͤberſtehend. 


$. 43. Erklärung. | 
In einer jeden geradlinigten Figur kann man jede 
beliebige Seite derſelben als die Grundlinie oder 
Balis, und die ganze Figur als auf dieſer Baſis 
ruhend betrachten. Man kann daher auch in jedem 
ungleſchſeitigen Dreiecke BAC Fig. 22 jede beliebige 
Seite BC deſſelben als die Baſis anſehen. Man nennt 
alsdann die Hoͤhe des Dreiecks den vom Scheitel 
des der Grundlinie gegenüberſtehenden Winkels aut 
dieſe Grundlinie gefaͤllten Perpendickel 40. 


S. 44. Erklärung. 
Die Vierecke erhalten nach der Gleichheit oder 


Ungleichheit der fie begränzenden geraden Linien und 
Winkel folgende Benennungen: 


Ein Quadrat 4500 Fig. 25 iſt ein Viereck, 
worin alle Seiten gleich, und alle Winkel rechte ſind. 
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Ein Rechteck, Rectangulum oder Oblons 
gum iſt ein Viereck, worin zwar alle Winkel rechte, 
von den Seiten aber nur dle gegenuͤberſtehenden einan⸗ 
der gleich find, wie 4800 Fig- 7. 

Eeine Raute oder Rhombus iſt ein Viereck, 
worin zwar die Seiten alle einander gleich, die Winkel 
aber ungleich find, wie 4800 Fig. 26. 

Eine länglichte Raute oder Rhomboides 
iſt ein Viereck, worin nur die gegenüberſtehenden Geis 
ten gleich, die Winkel aber ungleich find, wie ABCD 
Fig. 22. 

Alle andere Vierecke fuͤhren den gemeinſchaftlichen 
Namen Trapezia — 


$. 45. Erklärung. 

Ausgedehnte Großen heißen einander gleich, 
wenn ſie gleichartig ſind, und die eine aus eben ſo 
vielen Theilen der Art als die andere zuſammen geſetzt 
ift: oder wenn die als Ma aß ^) angenommene Groͤße 
in der einen fo oft enthalten iſt, als in der andern. 
So find ABCD, EFGH Pig. 5 einander gleich. 


F. 46. Grundſatz. 
Wenn man durch einen Punkt G innerhalb einer 
Sigur ABCDEF Pig, 28 eine gerade Linie GK zieht, 
fo muß fie den Perimeter der Figur in zweien Punkten 


ſchneiden. 
Denn die gerade Linle kann von beiden Seiten 


unbegränzt verlängert werden; die Figur aber iſt durch 


*) S. umriß der mathematiſchen Wiſſenſchaften . 2 u. 5. 
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den zufammenhängenden Perimeter begraͤnzt. Die ges 
rade Linie kann alfo in ihrer Verlängerung nicht aus 
dem begränzten Raume ABCDEF in den übrigen uns 
begränzten Raum treten, ohne auf jeder Seite durch 
den Perimeter zu gehen, und muß ihn alſo in zweien 
Punkten ſchneiden. 

Eine durch einen Punkt innerhalb eines Kreiſes 
gezogene gerade Linie muß alſo deſſen Peripherie in 
zweien Punkten ſchneiden. 


§. 47. Grund ſatz. 

Wenn der Umfang einer Figur FGHK Fig. 28 
durch einen Punkt K innerhalb, und durch einen Punkt 
außerhalb einer andern Figur 4500 E gehet, fo 
muͤſſen die Perimeter beider Figuren einander wenig⸗ 
ſtens in zweien Punkten L. und M. ſchneiden. 

Wenn alfo der Umfang eines Kreiſes durch einem 
Punkt innerhalb und durch einen Punkt außerhalb eines 
andern Kreiſes gehet, ſo muͤſſen die Peripherien beider 
Kreiſe einander wenigſtens in zweien Punkten ſchneiden, 


$. 48. Grundſatz. 

Jede gerade Linie AB Fig. 30 theilt die Ebene; 
worin fie befindlich iſt, in zwei Theile, wovon der eine 
Theil diſſeits, und der andere jenſeits der geraden Linie 
AB liegt. Nimmt man daher einen Punkt C von der 
einen Seite und einen Punkt D von der andern Seite 
der Linle AB, und beſchreibt aus C mit der Entfer⸗ 
nung CD einen Kreis FG, fo muß dieſer die gerade 
De AB: wenigfiens in zwei Punkten E und Z (deis 

en. 
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$. 49. Aufgabe 


Zwei gerade Linien AB, CD Fig. 31 find gegec 
ben. Man ſoll eine gerade Linie finden, welche ihrer 
Summe oder ihrer Differenz gleich iſt. 

Aufloͤſung. Aus dem einen Egdpunkte A der 
größern Linie beſchreibe man mit einem der kleinern 
CD gleichen Halbmeſſer einen Kreis ECV, verlängere 
BA unbegrángt nach K, fo wird der Umfang dieſes 
Kreiſes, welcher von beiden Seiten der Linie KB liegt, 
dieſe Linie in zwei Punkten E und F ſchneiden, und 
es ift alsdann B die Summe, und BE die Differenz 
der beiden gegebenen Linien. 

Be wels. AE und AF find als Halbmeſſer 
eines und deſſelben Kreiſes einander gleich (§. 36). Nun 
ift jede von ihnen der Linſe CD gleich; folglich ift 
BE AB — AE — AB — CD und 

BF — AB L AF — AB 4- CD. 


Aus Meter Conſtruction ergiebt ſich auch, wie von einer 
gegebenen Linie AB ein der OD gleicher Theil abzuſchnei⸗ 
den (cy. 


$. 50 Aufgabe. 


Auf einer gegebenen begraͤnzten geraden Linie AB 
Fig. 3a ein gleichſeitiges Dreieck zu errichten. 
Auflöſung. Aus dem Punkte 4A beſchreibe 
man mit dem Halbmeſſer AB den Kreis 800, und 
aus B mit BA ben Kreis 40 E (F. 35). Von dem 
Punkte C, worin beide Kreiſe einander ſchneiden, ziehe 
man nach A unb B gerade Linien; j fo iſt CAB das 
verlangte gleichſeitige Dreieck. i 


Beweis. "Man verlängere AB bis F, (oif 
(F. 30) BA — BF, als Halbmeſſer des Kreiſes um 
B, alſo AE — 2 AB, alſo liegt der Punkt P" aufs 
ſerhalb des um A beſchrlebenen Kreiſes; und da ber 
Punkt 4 innerhalb dieſes Kreiſes liegt, ſo muß die 
durch die Punkte A unb F gehende Peripherie 40 E 
die Peripherie des um 4 beſchriebenen Kreiſes in zweien 
Punkten ſchneiden (§. 47). 

Sft nun C ein ſolcher Durchſchnittspunkt, fo liegt 
er in der Peripherie eines jeden dleſer Kreiſe, und es 
ift alſo (S. 36). 

AC = AB als Halbmeſſer des Kreiſes DCH. 
unb aud) 

BC = BA als Halbmeſſer des Kreiſes ACH’; 
folglich iſt (Grundſ. MAT 

AC 5 = AB; 
mithin find alle drei a dieſes Dreiecks einander 
gleich, und folglich das Dreieck CA gleichſeitig (§. 40) 


$. 51. Anmerkung. 


Die vorhergehende Aufgabe thut zugleich die Moͤglicha 
keit des’ gleichfeitigen Dreiecks dar, welches durch eine 
ſeiner Seiten gegeben iſt. Sie zeigt alſo, daß der in 
$. 40 definirte Ausdruck: „Gleichſeitiges Dreieck“ 
Zeichen eines wirklichen Begriffes iſt; und nun erſt ſind 
wir im Stande, uns dieſes Begriſſes zur Entdeckung 
andrer Wahrheiten zu bedienen. 

So muß man in jedem mathematiſchen Vortrage immer 
verfahren, und wir werden daher im Folgenden allemal 
die Möglichkeit des Definiti entweder durch Forderung, 
Grundſatz oder Aufgabe darthun, und alfo zeigen, daß 
2 biöher gegebene Erklärungen Zeichen von Begriſſen 

nb. 


$. 52. Anmerkung 2. 

In der Ausübung i(t es nicht nöthig, die vollen Kreife 
BCD, ACE zu ziehen, ſondern nur nach dem Augen⸗ 
maaße zwei Bogen derſelben DCE, GCF Fig. 33 zu 
ziehen, welche einander in C ſchneiden. Dieß gilt von 
allen folgenden Sägen, wobei ahnliche Conſtructionen 
vorkommen. 


Zweites Kapitel. 


Von den Dreiecken, ihrer Congruenz und den 
Seiten und Winkeln FOE 


FS. 353. Lehrſatz. 


Wenn in zweien Dreiecken ABC, DEF Fig. 
34 zwei Seiten AB, AC des einen zweien 
Seiten DE, DF des andern einzeln genom- 
men gleich find, und der von dieſen Seiten 
in dem einen Dreiecke eingeſchloſſene Win⸗ 
kel BAC dem von den gleichen Seiten im 
andern Dreiecke eingeſchloſſenen Winkel 
ED gleich it: fo find die Dreiecke con⸗ 
gruent, und es (ft die dritte Seite BC des 
einen Dreiecks der dritten Seite des 
andern, und die Winkel, welche in beiden 
Dreiecken gleichen Seiten gegenüber lie— 
gen, find ebenfalls einander gleich, nehm⸗ 
lich ABC = DEF, ACB = DFE und A ABC 
= DEF. ; 
| e 
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Vorausſetzung. AB= DE; AC — DF; 
Z BAG EDR. 

Behauptung 

1)BC-— EF, 2) Z ABO — DEF, 

ai C 4CB = DHE, q A ABC = DET. 

Vorbereitung. Man lege das Dreſeck ABC 

dergeſtalt auf DEF, daß der Punkt D auf A und die 
Linie DE in der Richtung von AB zu liegen komme. 

Beweis. Da die Linſe DE der AB gleich iſt, 

und der eine Endpunkt D auf A und die Linie DE 
in der Richtung AB liegt, fo muß ($. 15) der andere 
Endpunkt E auf B fallen. 

Da der Winkel LTD — BAC und fein Scheitel 
D auf A, auch fein Schenkel DE in der Richtung AB 
gelegt ift, fo muß (F. 25) fein zweiter Schenkel DF 
in der Richtung 4C fallen; unb ba DF = 4C, 
, fe muß (F. 15) der Endpunkt H auf den Endpunkt C 
fallen. 

Da nun der Punkt E auf B und Z^ auf C ſaͤllt, 

fo muß die zwiſchen E und V liegende Linſe EF auf 
die zwiſchen B und C liegende BC fallen (F. 10) und 
folglich ihr gleich ſeyn (S. 14). 
Dia ferner bewieſen ift, daß der Scheitel 2 des 
Winkels DEU auf den Scheitel B des Winkels ABC 
und die Schenkel des erſtern auf die Schenkel des letz⸗ 
tern fallen, ſo decken ſie einander, und ſind einander 
gleich. Eben foit Z DFE — ACB, 

Und da alle Gränzen der einen Figur ganz auf 
die der andern fallen, (o ift aud) A ABC = A DEF 


C. 14). 
| $.54. Zuſatz⸗ 
Ein Dreieck dft durch einen feiner ew und 


m a. er ; 
durch die dieſen Winkel einſchließenden Seiten völlig 
beſtimmt, weil zwei Dreiecke, welche in dieſen Stuͤcken 
einander gleich ſind, es auch in allen Abenden ſeyn 
müfjea. 

§. 55. Lehrſatz. 

In jedem gleichſchenklichten Dreiecke 

ABO Fig. 35 find die Winkel an der Grund- 

Unie einander gleich. Auch finb, wenn man 

die Schenkel AB, AC nad) D und E verläne 

gert, die hierdurch entſtehenden Winkel 

unter der Grundlinie 950, ACH einander 
gleid, ` 

Vorausſetzung. Das Dreleck iſt at pote 
licht, oder AB — AC, 

CTI 2 DBO 

OB. 

Vorbereitung. Auf BD nehme man einen 
beliebigen Punkt Z^ an, ſchneide von CE Sen Theil 
CG = BF ab ($. 49) und ziehe FC und 58. 

Beweis. Da 4B— 4C und Y C, fo ift 
(Grundſ. 7) AB ＋ BF z 4C -- C oder AF —— 
AG, 

In den Dreiecken ABG, ACF )) find zwei Cels 
ten und der eingefchloffene Winkel gleich. Denn die 
Seite 4G. im Dreiecke 46 iſt der Seite AF im 
Dreiecke 40% gleich; die Seite AB — AC und der 


Lj 
* 


*) 8n mehrerer Deutlichkeit find in der Figur 35* dieſe 
Dreiecke ſowohl, als die Dreiecke BCP, CBG Figur 35 ** 
xs dag dargeſtellt worden. 


E35 
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Winkel bei & iſt beiden Dreiecken gemein; folglich find ` 
fie congruent, und es ift (F. 53) FC — BG, Z 
ACH = AG, und Z A — AGB. 

In den Drelecken BF, CBG find ebenfalls zwei 
Seiten nebſt dem eingeſchloſſenen Winkel gleich. Denn 
es it BF — CG, FC — GB und L AFC — . 
4 AGB, folglich it (S. 33) C. BC = C 
und JO = BCG, d. i. die Winkel unter der Grund⸗ 
linie find einander gleich. 

Da nun (wie vorher bewieſen worden) Z ABG 
= ACF und Z CBG = BCF, fo ift (Grundſ. 10) 
ABG — CBG = ACF — BCF oder ABC — 
«(CB , d. h. die Winkel an der Grundlinie ſind einan⸗ 
der gleich. 


$. 56. Anmerkung. 

Obiger Saß kann auch folgendermaßen vorgetragen 
werden: Wenn in einem Drelecke zwei Seiter 
einander gleich find, fo find auch die bieten 
Mis zestunbeeſtedenden Winkel einander 
gleich. 


H. 57. guſatz. 
` In jebent gleichfeltigen‘ Dreiecke muͤſſen auch alle 
drei Winkel einander gleich ſeyn. Denn jede zwei die⸗ 
ſer Winkel ſtehen gleichen Seiten gegenüber, Es iſt 
alſo eine reguläre Sigur ($.-32). 


$. 58. Lehrſatz. 
Wenn in einem Drelecke ABO Fig. 36 zwei 
Winkel, ABC, ACB einander gleich find, fo 
üffen auch die dieſen Winkeln gegenüber 
ſtehenden Seiten 4C, AB einander gleich ſeyn. 


m aes v 


Vorausſetzung. Z ABC = Z. AB. 

Behauptung. 40 — AB. 
Vorbereitung. Wären 40, AB nicht eins 
ander gleich, fo müßte eine davon etwa AB größer als 
die andere 40 ſeyn. Man ſchneide daher BD — 40 

ab und ziehe OC. 

In den Dreiecken ACB, DBC wären demnach 
zwei Selten und der von ihnen eingeſchloſſene Winkel 
gleich; denn 40 — BD (uach der Conſtruction), BC 
beiden Drelecken gemein und nach der Vorausſetzung 
£ABC = ACB, folglich müßte (§. 53) die Fläche des 
Dreiecks DBC der des Dreiecks [ABC gleich (eon, wel⸗ 
ches (Grundſ. 3) unmöglich ift, indem DBC nur ein 
Theil von ABC iſt. Folglich kann AB nicht größer 


als 40, und eben fo wenig kaun 40 größer als AB 


ſeyn; folglich ift 40 = AB. 


$. 59. Zuſatz. 

Wenn in elnem Dreiecke alle drei Winkel einander 
gleich ſind, ſo muͤſſen es auch ſeine Seiten ſeyn, well 
jede zwei dieſer Seiten gleichen Winkeln gegenüber 
ſtehen. Ein gleichwinklichtes Dreieck ift alfo eine regius 
láre Figur ($. 32). 


FS. 6o. eóríat. 

Wenn in zweien Dreiecken 450, DEF 
Fig. 37 alle drei Seiten des einen ben drei 
Seiten des andern einzeln genommen gleich 
find, fo find and) die den gleichen Seiten in 
beiden Dreiecken gegenüber ſtehenden Win⸗ 
kel, ſo wie die Flaͤchenraume beider Dreiecke 


elnander gleich. 
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Vorausſetzun g. AB= DE, AC= DF 
E. . 
Behanptun g. Z ABC — DEF, 
Z Bac — EDF, £.ACB = DEE und 

A ABC — AN DEF. 

Vorbereitung. Könnte man darthun, bag noch 
ein Winkel des einen, etwa 540 einem Winkel des 
andern EDF gleich ift, fo wären in beiden Dreiecken 
zwei Seiten nebſt dem von ihnen eingefchloffenen Winkel 
gleich, und ihre Congruenz wurde aus F. 53 folgen. 
Man lege daher das Dreieck DEF dergeſtalt an ABC, 
daß der Punkt F auf C, die Linie ZE in der Rich⸗ 
tung CB, alſo auch ($. 15) E auf B zu liegen Tome 
me, und daß die Punkte A und D auf verſchiedene 
Seiten der Linie BC fallen; fo kann der Punkt D nur 

eine von folgenden drei Lagen haben. 6 

SH Kann er in der Verlängerung des Schenkels 

; 2) kann er zwiſchen den Schenkeln des Winkels 
Se liegen, ſo daß eine von 4 nach D gezogene 


gerade Linie AD innerhalb dieſes Winkels liegt; 3) 


kann D fo fallen , daß die Linie AD außerhalb dieſes 
Wlukels DAC fällt, 

Beweis. Erſter Fall. Da 48 — DE, fo. 
bilden die beiden Dreiecke ABC, DEF Fig. 37 ein 
einziges gleichſchenklichtes Dreieck BAD, deſſen Grund⸗ 
linie 4 it, und worin (F. 55) die Winkel an der 
Grundlinie einander gleich find; alfo i T BAC = 
Z BDC. Nun iſt der Winkel BDC mit dem Winkel 

. EDF einerlei, folglich ift Z BA = EDF. Nun 
war aud) BA= DE, AC — D, folglich ift ($. 53) 
A ABC E DEF. 

Zweiter Fall. Da die finie 40 Fig. 38 ín: 


nerhalb der Winkel 840, 50 fallt, fo iſt BAC 
== BAD + DAC und ( BDC = BDA + AD. 
Nun ift nach ber Vorausſetzung BA = BD, alfo das 
Dreieck BAD gleichſchenklicht (F. 40) und folglich (F. 55) 
Z BAD = BDA, weil beide an ber Grundlinie 472 
Liegen. Eben fo ift, weil 40 — , auch A CAD 
gleichſchenklicht, ato (F. 55) Z DAC = AD. 
Folglich iſt (Grundſ. 7) 2 
BAD + DAC = BDA + ADC a 
oder DAC = BDC — ED; und da auch AB 
z DE, AC = DF, ſo find die Dreiecke 450 
D congruent (§. 53). j 
Dritter Fall. - Da ble Linie. AD Fig. 39 auf 
ſerhalb der Winkel B40, BOC faͤllt, fo ift E 
. £.BAC = BAD — DAC. 
Z BDC= BDA — A 
Nun it, weil BA — BD, das Dreieck BAD gleich⸗ 
ſchenklicht, und folglich (S. 55) Z BAD = BDA, 
Eben fo ift, weil 40 — CD, auch das Dreieck CAD 
gleichſchenklicht, alſo Z DA = AD. Folglich ift 
(Grundſ. 10) 0 
BAD. — DAC = BDA — ADC, 
oder Z BAC = BDC — EDF; und da auch 4B 
—, DE, AC = DF, ſo find, die Dreiecke 480, 
DEF congruent ($- 53). 


F. 61. Zuſatz. EE 
Drel Selten beſtimmen alſo ein Dreieck. 


$. 62. Aufgabe. j; 
Einen gegebenen gerablinigten Winkel 
EA Fig. 40 zu halbiren. I 
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Auflöſung Auf einem feiner Schenkel AM 
nehme man einen beliebigen Punkt B; ſchneide vom 
andern Schenkel einen Theil 40 — AB ab (F. 49), 
und ziehe BC. Auf BC ſetze man (F. 50) das gleich⸗ 

ſeſtige Dreieck DBC, und ziehe von D nad) A eine 
gerade Linie, fo wird dieſe den Winkel EAV halbiren. 
Beweis. Da vermöge der Confiruction AB — 4C ; 
BD DC als Seiten eines geichſeitigen Dreiecks und 
"AD. ven beiden Dreiecken 480, ACD gemein ift, fo 
ſind in beiden Dreiecken alle drei Seiten elnander gleich 
und folglich auch (H. 60) die den gleichen Seiten ges - 
genuͤberſtehenden Winkel; alfo ift der Winkel BAD, 
welcher der Seite BD gegenüber. fleet „ bem Winkel 
C gleich, welcher der gleichen Seite CD gegenüber 
ſtehet. Da nun die Theile BAD, CAD des Winkels 
EAF einander gleich find, fo iſt jeder die Hälfte des 
Ganzen; und folglich Z EAF durch die Linie AD 

halbirt. ` 

$. 63. Zuſatz. ? 

Halbirt man wiederum auf die vorgeſchriebene Art 
jede dieſer Hälften, ſo wird der Winkel EAF in vier 
gleiche Theile getheilt ſeyn; und fo kann man durch 
fortgeſetztes Halbiren einen Winkel in 8, 16, 32 1c, 
gleiche Theile theilen. 


F. 64 Aufgabe. 
Eine gegebene begrángte gerade Linie AB 
Fig. 41 zu halbiren. A | 
Auflöſung. Auf AB ſetze man das gleichfeitige 
Dreleck CAB C$. 50); halbire den der Linie AB ge⸗ 
genüber ſtehenden Winkel 40 durch die gerade Linie 
CD (S. 62); fo wird dieſe zuglelch die gegebene Linie 
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4B in Punkte 2. halbiren, d. h. der Theil Ap iſt 
dem Theile E gleich. e 

Beweis. Die Linie CD, welche den Winker 
halbirt, gehet zwiſchen ſeinen Schenkeln fort, und muß 
alſo die Linie AB in irgend einem Punkte E ſchneiden, 
alfo die Linie AB in zwei Theile zerlegen. Daß aber auch 
dieſe Theile einander gleich find, erhellet aus Folgendem: 
In den Dreiecken 40 E, BO if 40 = CB, als 
Seiten eines gleichſeitigen Dreiecks, CH beiden gemein, 
und nach der Conſtruction der Winkel ACE. — EO; 
folglich ift (L. 53) 4E — EB; folglich iſt die Linie 
AB in E halbirt. i 


Anmerkung. Die Halbirung des Winkels ACB ges 
ſchieht ganz nach der Vorſchriſt des 8. 62. Da jedoch 
auf den Schenkeln dieſes Winkels bereits gleiche Theile 
CA, CB genommen, und deren Endpunkte durch AB ver» 
bunden find, fo brauche man nur noch auf AB unters 
warts ein gleichſeltiges Dreieck ADR zu ſetzen, oder auch 
die im Punkte D einander durchſchneldenden Bogen zu 
beziehen C$. 52). 


F. 65. Zuſatz. T 
Halbirt man wiederum jede biefer Hälften, fo wird 
die Linie AB in vier gleiche Theile zerlegt ſeyn; und fo ` 
kann man durch fortgeſetztes Halbiren eine gerade Linie 
in 8, 16, 32 10. gleiche Theile gellen, 


F. 66. Aufgabe. . 
Auf eine unbegrángte gerade Linie A 
Fig. As aus einem in ihr gegebenen Punkte 
C eine ſenkrechte Linie zu errichten. 
Aufloͤſung. Auf CA nehine man einen Punkt 
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` D mad) Belleben und ſchneide von CH den Theil CR 


== CD ab. (Dieß gejchleht, wenn man aus C mit 


D einen Kreis beſchreibt, welcher die Linie CB in E 


ſchueidet.) Auf DE ſetze man das gleichſeitige Dreieck 
D und ziehe vom Scheitel Z nach C eine gerade 
Linie FC, fo wird dleſe auf AB im Punkte C. (ens 
recht ſeyn. - 

Beweis. In den Dreiecken FCD, FOE if CD 
= CE nach der Conſtruction; FD — FE als Sei⸗ 


ten eines gleichſeitigen Dreiecks und 70 beiden Drei⸗ 


— 


ecken gemein, alſo in beiden alle drei Seiten gleich; 
folglich ift. ($. 60) der Winkel FCD, welcher der 
Seite FD gegenüber liegt, dem Winkel FCE gleich, 
welcher der gleichen Seite ZE gegenüber liegt. Da 
alſo die beiden Nebenwinkel FCD, FOE einander 
gleich ſind, ſo ſtehet die Linie FC auf AB im Punkte 


‚© ſenkrecht (S. 27). 


N $. 67. Auf gabe. 

Auf eine gegebene unbegränzte gerade 
Linie AB Fig. 43 von einem außerhalb ders 
ſelben gegebenen Punkte C eine regret 
Linie zu fällen. : 

Auflöſung. Auf der andern Seite der Linie 
AB nehme man einen Punkt D nach Belieben; bes 
ſchreibe (F. 35) aus C mit CD einen Kreis, fo muß 
dieſer die Linie AB in zwei Punkten G und E ſchnei⸗ 
den (F. 48); man balbire daun GE in V (. 64), 
und ziehe CH, fo wird biefe die verlangte ſenkrechte 
„Linie ſeyn. 

Beweis. ‚Zieht man noch CG, CE, fo (ft in 
den beiden Dreiecken CHG, CHE die Linie CO — 


» — 43 — 

CR als Halbmeſſer eines und deſſelben Kreiſes ($.36), 
GH = HE nad) ber Eonftruction und CH beiden 
Dreiecken gemein: folglich ift ($. 60) Z CHG — 
4L CHE, alfo diefe beiden Nebenwinkel einander gleich, 
und folglich CH auf AB ſenkrecht (§. 27). 


5 §. 68. Lehrfatz. 
Jede zwei Nebenwinkel ABC, ABD Fig. 
44 find zuſammen zweien rechten gleich. 
Vorausſetzung. Die Winkel ABC, ABD 
find Nebenwinkel, d. h. fie haben den Schenkel AB 
und den Scheitel B gemein, und CBD bitvet eine ges 
rade Linie (H. 26). : 
Behauptung. 450 + ABD — BR 
Beweis. Erſter Fall. Sind dieſe beiden 
Winkel einander gleich wie ABC, ABD Fig. 10, fo ift 
jeder derſelben ein rechter (§. 27) und folglich beide 
zuſammen zwei Rechte. ö 
Zweiter Fall. Sind dieſe Winkel ungleich wie 
ABC, ABD Pig. 44, (o errichte man ($. 66) aus B 
auf CD den Perpendickel BE: fo ift Cerſter Fall) 
EBC ERD —23A. : 
Setzt man Gott ERC feine Theile 4BG ＋ ABE 
(Grund. 3), fo iſt 
ABC + ABE T EBD AR. ; 
und feßt man wiederum anftatt- der Theile AE de 
EBD ven ganzen Winkel ABD, (o ift, t 
ABC ＋ ABD = 2 H. ZE CN 
$. 69. Zuſatz. 
Wenn daher einer von zweien Nebenwukeln ein 
ſpitzer, alfo kleiner als ein rechter iſt (F. 27), fo muß 
der andere ſtumpf ſeyn; und umgekehrt. 


— 4 
FS. 70. Zuſatz a. 

Wenn aus einem Punkte C einer geraden Linie 
AB Fig. 45 nach einerlei Seite derſelben verſchiedene 
Linien CD, CE, CF gezogen werden, fo find die 
hierdurch entſtehenden Winkel ACD, DCE, ECF, 
FOB zuſammen zweien rechten gleich. Denn 

ACD + DCE ＋ ECF — ACF (Grundf. 3) 
folglich 40D DE -- ECF -- FCB = 
ex --FCB=2R(68) : 


$. 71. Zuſat 3. 
Alle Winkel, welche um einen Punkt C Fig. 45 
herum liegen, betragen zuſammen vier rechte 
Denn 40D + DCE +EOF FCB = 2 R. (S. 2c) 
und ACG + GCH + HCB AR. 
folglich ACD + DCE + ECF + FCB + 406 
-+ re Stier A R. 
(Gtundſ. 7) 


22, HUE 

Wenn zwei Winkel ABC, ABD Fig. 44, 
welche einen Schenkel AB und Scheitel B 
gemein, die beiden andern Schenkel BC, Bn: 
aber nach entgegen geſetzten Richtungen bas 
ben, zuſammen zweien rechten gleich ſind, 
fo find fie Nebenwinkel, d. h. die Schenkel 
BE und BD bilden eine einzige gerade Linie 
($.26), und jeder derſelben ift alſo die Vers 
längerung des andern. 

Voraus ſetzung. 450 ＋ ABD — 2 R. 
Behauptung. Die Linie CBD ift eine ge 
rade, oder 50 iſt die ZE yon BC, 


Beweis. Site die Verlängerung der OR nicht 
auf BD, fo müßte fie entweder auf der einen oder 
andern Seite derſelben fallen. Geſetzt fie fiele in der 
Richtung BF, fo daß CBF eine gerade Linie wäre, 
fo wären (§. 26) ABC und AB Nebenwinkel und 


folglich 
ö ABC ＋ ABF — a R ($. 68). 
Nun iſt nach der Vorausſetzung auch 

ABC + ABD — a R. 
folglich f T 6 4) 

O ＋ AN — ABC . ABD; 
und 90 man belderſeits den Winkel 480 hiuweg 
nimmt (Grundſ. 10) 

F = ABD 

welches unmöglich ift, indem ABD nur ein ert: von 
ABF ift (Grundſ. 3). 

Da nun auf gleiche Art erweislich ift, daß dle 
Verlängerung der BC nicht auf die andere Seite der 
BD fallen kann, fo muß fie nothwendig auf BD ta. 
len, und CBD iſt alſo eine gerade Linie. 


$. 73. Lehrſatz. 

Jede zwei Scheitelwinkel ABC, DEB; 
desgleichen AED, CEB Fig, 12 find einander 
gleich. 

Vo rausſetzung. AO, DEB find Scheitel⸗ 
winkel, das heißt AEB und CED find gerade Linien 
(S. 29). 

Behauptung. Z AEC — DER. 

Beweis. Da OE eine gerade Linie ift, gegen 
welche AE ftößt, fo find AEO, AED Neben winkel 
C$. 26 ) und folglich (F. 68) 


D 


e 


a AECHAED=2R, 
Eben fo ift D 
AED LL DEB — 2 R. 

folglich iſt (Grundſ. 4) ` 8 

AEC + AED — AED + DEB; 
und wenn man zu beiden Seiten ben Winkel AED 
hinwegnimmt, fo ift (Grundſ. ro) 
Auf gleiche Art wird bewiefen, daß AED = CEB. 


Y^ $.74. Lehrſatz. d 
Wenn zwei gleiche Winkel AEC, DEB 
Fig. 12 dergeſtalt au einander gelegt wer- 
den, daß die Schenkel EC, ED eine gerade 
Linie bilden, und die beiden andern Schen⸗ 
kel EA, EB von verſchiedenen Selten der 
geraden Linie CD fallen, ſo find es Schei» 
telminfet, d. h. ABB muß ebenfalls eine 
gerade Linie ſeyn. d 
Vorausſetzung. ) AEC DEB; 2) CED 
iſt eine gerade Linſe. 8 
Behauptung. EB i eine gerade Linie. 


Beweis. Da AEC — DEB, fo ift, wenn 
zu beiden der Winkel AED hinzukommt (Grundſ. 7) 
AEC 4- AED = AED I DEB. 
Nun iſt, weil OD eine gerade Linie iſt ($. 68) 
AEC+AED=aR, 
folglich aud) (Grundſ. 2) 
AED A DEB — 2 R. 
folglich liegen die Schenkel 4E, EB dieſer Winkel In 
einerlei geraden Linie AR (§. 72). Ser 


ESTE a 
$. 75. Erflärung. 

Zwei Winkel, welche zufamnien einen rechten aus⸗ 
machen, heißen Ergaͤnzungen oder Complemente 
zu einander. So ift der Winkel EBA Pig. 10 das 
Complement von EBC und umgekehrt ift EBC das 
Gomplement von EBA. 

Zwei Winkel, welche zuſammen zweien rechten 
gleich find, heißen Supplemente zu einander. So 
it EBC Fig, 10 das Supplement von EBD und 
umgekehrt EBD das Supplement von E30. 

Man findet alſo das Complement eines Winkels, 
wenn man dieſen Winkel von einem rechten abzieht; 
und ſein Supplement, wenn man ihn von zweien mër 
ten abzieht. / 

$. 76. Zuſatz. 

Wenn daher von den vier Winkeln, welche zwei 
einander ſchneidende gerade Linſen AB, CD Fig. 12. 
um ihren Durchſchulttspunkt E bilden einer, etwa 
ABC bekannt tft, (o ſind auch die uͤbrigen bekannt. 
Denn AED — 2 R — AEC; ferner it DEB = 
AEC und CEB = AED (&. 73). 

Iſt daher einer von diefen vier Winkeln ein rech⸗ 
ter, ſo muß auch jeder der übrigen ein rechter ſeyn. 

Wenn alfo eine Linie AB Fig. 46 auf einer ans 
dern OD im Punkte E ſenkrecht ſtehet, fo find CE /. 
CEB rechte Winkel, alfo ($. 28) einander gleich, und 
folglich ift auch CD auf 4B fentrecht C$. 27). ` 


$. 77. Lehrſatz. 
Wenn man in einem Dreiecke ABC Fig 
47 eine feiner Seiten 50 nach D zu Hetläne 
. gest, fo iſt der hierdurch entſte hende äußere 


5 
Winkel ACD : größer als de innere 
Winkel BAG, welcher der verlängerten Seite 
BC gegenüber liegt. 

. VBorausſetzung. CD iſt die Verlängerung von 
BC; ACD iſt ein aͤußerer Winkel; BAC ein innerer 
der verlängerten Seite 80 gegenüber liegender Winkel. 
Behauptung. 40 > BAC, 


Vorbereitung. Man halbire AC im Punkte 


E (Sg. 64), ziehe BE und verlängere fie unbegrángt 
nach F zu; ſchneide EF — EB ab (. 400 und ziehe 
FC. 


Beweis, In ben Dreiecken EAB, FEC if 
mad) der Conſtructlon 


AE — EC; BE = EF unb ($. 73) 4 AEB= 


FEC 
als Scheiteltwinkel, folglich find (§. 53) dieſe Dreiecke 
congruent, und alſo 

£ BAE = ECF. 
Nun ift ZCH nur ein Theil von ACD, und alfo 
(Grundf. 3) 
ACD > EF; 
De? p^ ju (Grundſ. 5) ` 
D > BAE oder 40D > BAC, 


$.28. Zuſatz. 


Verlängert man 40 nach G, fo ift BCG dé 


aͤußerer Winkel und ABC. ber ber. verlängerten Seite 
AC gegenüber ſtehende innere Winkel; folglich CS. 77) 


CH > ABC. Run find AOD und 505 Scheitel⸗ 


winkel, alſo ($. 73) 40D = BCG. Folglich iſt auch 
ACD > ABC. 


Der e Winkel ACD iſt pe größer 


als jeder der beiden kn gehende BAM 
ben inneren Winkel BAC und ABC. 


$. 79. Lehrſatz. f 
In jedem Dreiecke ABC Fig. 48 iſt die 
Summe irgend zweier Winkel ABC + 40 
kleiner als zwei Rechte. 
Vorausſetzung. 430 und 40 B find innere 
Winkel des Dreiecks ABC, 
Behauptung ABO ＋ ACB Ca RN. 
Vorbereitung. Man vetlängere die Seite 80, 
an welcher beide Winkel anliegen, nach irgend einer 
Seite, etwa nach D zu. f 
f Beweis. Da ACD ein aͤußerer Winkel des 
Dreiecks ABC ift, fo ift ($. 78) 40 > A, 
und ſetzt man beiderſeits den Winkel 40 hinzu, fo if ; 
"ACD -H.A0B > ABC -+ ACB (Grundſ. 9) 
Nun iſt (§. 68) ACD + ACB — 2 N. (als Neben: 
winkel), folglich iſt 
ABC ＋ ACB CAR. 
Auf eben die Art wird der Beweis von jeden zwei 
andern Winkeln des Dreiecks geführt. 


H. gn, Sut a$ 

In einem Dreiecke ABC Fig, 23, welches einen 
rechten. Winkel B bat, muß jeder ber übrigen Winkel 
(pity ſeyn. Denn wäre es moglich, daß einer davon, 
etwa C ein rechter oder ein ſtumpfer ſeyn konnte, To 
wäre im erſten Falle B-HC — 2 N, und im zweiten 
B + C > 2R:, welches unmöglich iſt (h. 79). Eben 
ſo iſt in einem Dreiecke ABC Fig 24, welches einen 
ſtumpfen Winkel 2 hat, jeder der ubrigen ſpitz. 

D 
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? $ 81. Zuſatz 2. b 
Wenn man aus einem Punkte E des e Ga 
lichen Schenkels AB zweier Nebenwinkel, ‚ABC, ABD 
Fig. 4 auf CD einen Perpendickel fällt, fo muß die⸗ 
ftr auf die Seſte des ſpitzen Winkels fallen. Denn 
wäre es denkbar, daß er nach der Seite des ſtumpfen 
Winkels fallen könnte, fo würde ein Dreieck entſte⸗ 
hen, welches einen rechten und zugleich einen ſtum⸗ 
fen Winkel We welches unmöglich ift (S. ch 


) H. 82. Lehrſatz. 

Auf eine gerade Linie kann ſowohl von 
einem Punkte außerhalb derſelben als von 
einem Punkte in ihr nur eine eee 
errichtet werden. 

Bewels. Erſter Theil. Könnte man von 
dem Punkte C. Fig. 50 zwei Perpendickel CD, CE 
auf AB fällen, ſo waͤre ODE = N und auch O 
N. Es würde alſo ein Dreieck ODE mit zweien 
rechten Winkeln entſtehen, welches unmöglich ift ($ 80). 
3 weiter Theil. Koͤnnte man aus dem Punkte 
B Fig. 10 zwei Perpendickel BE, BA auf CD ein 
ten, fo wäre EBD — R und auch 4h — N, 
folglich ($. 28) EBD = A¹ν, welches unmöglich 


iſt (Grundſ. 3). » 


F. 83. T 1 

Wenn in zweien Dreiecken ABO, ; abs Fig. 

51 zwei Winkel des einen zweien Winkeln 
des andern einzeln genommen gleich find, 
nehmlich 450 abe, 40g = acb und die 
an dieſen beiden Winkeln anliegende Seite 


BO des einen Dreiecks der an den gleichen 
Winkeln liegenden Seite be des andern 
gleich ift: fo find beide Dreiecke congruent 
121 alle uͤbrige Stücke in beiden gleich. N 
Vorausſetzung. Z ABC — abc, / ACB 
= ac, BC = be, 
Behauptung. Die Dreiecke ABC, abe find 
songrueht, 
e EE Könnten. wir darthun, daß 
unter den gegebenen Bedingungen auch AB = ab 
ſeyn muß, fo wären in beiden Dreieden zwei Seiten 
nebſt dem von ihnen eingeſchloſſenen Winkel gleich, und 
die Dreiecke müßten alſo congruent ſeyn (F. 53). Wä⸗ 
ren nun AB, ab ungleich, fo müßte eine davon, etwa 
AB größer ſeyn. Man ſchneide daher BD = ab 


ab und ziehe DC, 
Bewels. In den Dreiecken DO, abc wäre 


hiernach DB = ab, BO bc, DO — abc: 
folglich find (§. 53) dieſe Dreiecke congruent, und 
daher Z DCH = acb. 

Nun iſt (Vorausſ.) 2 ACE — acb 
folglich waͤre (Grundſ. 4) Z DO = A, welches 
unmoglich ift, indem 005 nur ein Theil von 40 
ift. (Grundſ. 3). N 

Da nun auf eben die Art erwelslich ift, daß AB 
nicht kleiner als ab ſeyn kann, ſo iſt 
a AB = ab und daher A ABO T abc. 


f — A 84. Lehrſatz. 
Wenn in zweien Dreiecken 480, abc Fig. 
zwei Winkel ABO, ACB des einen zweien 
inkeln ach, abe des BN einzeln genommen 
ais 


gleich find, und eine Seite AB, welche einem 
dieſer Winkel gegenuͤber ſtehet, der Seite ab 
gleich ift, welche dem gleichen Winkel im an: 
dern Dre lecke gegenüber ſtehet, fo find dieſe 
Dreiecke congruent, und alle übrigen Stucke 
in beiden Dreiecken gleich. 

Vorausſetzung. L ABC — abe, LE ACB 
== acb, AB = qb. 
Behauptung. A ABC x» abc, 

Vorbereitung. Könnte man darthun, daß une 
ter ben vorausgeſetzten Bedingungen auch BC — be 
ſeyn muß, fo wuͤrde die Congruenz dieſer Dreiecke aus 
$. 53 folgen. Wären nun BO, be ungleich, fo müßte 
eine davon, etwa be größer ſeyn; man ſchneide daher 
bd = BC ab und ziehe ad. 

Beweis, In den beiden Dreiecken ABC, ali: 
wäre demnach 

AB= ab, BC — bd, C ABC — abd; 
folglich find (F. 53) beide Dreiecke congruent und bas 
her Z ACB = adb. Nun AR nad) der Vorausſez⸗ 


zung auch Kë 
£ Ach — 2 acd 
fo. glich wäre (Grundſ. 4) adl — ach, alfo. ber Zut: 
fere Winkel adb dem ihm im Dreiecke acd gegenüber 
ſtehenden innern Winkel och gleich, Erde unmöglich 
ift ( 72). - 
Da mm auf eben ble Art erweistich ift, daß 80 
nicht größer als be ſeyn kann, fo ift ö 
BC — = bc und folglich ($. 53) A ABC e Z abo. 
F. 85. Anmerkung. 


* fle beiden Satze der 56. 83 und 84 faffen m auch 
* in einem Satze vortragen: Wenn in 


Ancien Dreiecken. zwel Winkel des einen 
zweien Winkeln des andern einzeln genom⸗ 
men gleich find, und überdies eine Seite des 
einen einer Seite des andern gleich it, es 
mag dieſe Seite an den beiden Winkeln anc 
liegen oder einem derfelben gegenüber ſte⸗ 
hen, fo find. beide Dreiecke congruenk, 


F. 86. Lehrſatz. 

Wenn in einem gleichſchenklichten Drei: 
ecke ABC Fig. 52 vom Scheitel A des der 
Grundlinie BC gegenuͤberſtehenden Winkels 
auf die Grundlinie ein Perpendickel AD ger 
fallt wird, fo wird dadurch fowohl diefer 
Winkel als auch die Grundlinie BC und die 
Fläche des Dreiecks ABC halbirt. 

Vorausſetzung. Das Dreieck ABC fft gleich⸗ i 
ſchenklicht, oder AB — AC; ferner AD ift ein Pers 
pendickel auf BC, oder ADB = ADC. 

Behauptung. BD = DC; / DB = 
DAC; A ADB = A ADC. 

Beweis. Da ABC gleichſchenklicht it, (o iſt 
($.55) C ABC = ACB, alfo beide ſpitz ($. 79), 
und der Perpendickel AD fallt alſo (§. 81) zwiſchen 
B und C. Dieß geſchehe in D. 

In den beiden Dreiecken ABD, 40 iſt demnach 
AB — AC: / ABD zz ACD. wb ber / ADB 
= ADC Hi. folglich iſt ($: 84) 

BD -— DC; BAD = =. AD; & Ben 

=A ADC, 


Yi 87. Lehrſatz. 
Wird die Mitte D der Grundlinie BC 


De We 
eines gteidofbenttid)ten Dreiecks ABO Fig. 
52 mit dem Scheitel A des gegenüberſte⸗ 
henden Winkels durch eine gerade Linte AD 
verbunden, fo ſtehet dieſe auf BC ſenkrecht, 
und halbirt ben gegenüber ſtehenden Win⸗ 
kel 540. 
Vorausſetzung. ABC ift gleichfcheufticht ; 

„oder 4B = AC; ferner JD iſt die Mitte der BO, oder 

EE DC, 
Behauptung. AD ift auf 50 ſenkrecht, 

und / BAD — DAC. 
"i Beweis. In den Dreiecken ABD, ADC ift 
AB = AC, BD = DC und AD beiden gemein: 
folglich if ($. 60) 
ADB = ApO ss * Gë e) und Z BAD 

A 


SE 88. Lehrſatz. 
Wenn aus der Mitte D der Grunbtinte. 
BO eines gleich ſchenklichten Dreiecks ABC 
Fig. 52 auf derſelben eine ſenkrechte Linie 
errichtet wird, fo muß dieſe durch den Schei⸗ 
telpunkt A des gegenüber ſtehenden Win⸗ 
kels BAC gehen. 
Vorausſetzung. BAC ift ein glechſchenklch⸗ 
tes Dreieck und JD die Mitte feiner Baſis. 
Behauptung. Ein durch D auf BC errich⸗ 
teter Perpendikel gehet durch A. 
Beweis, Ginge dieſer Perpendikel nicht durch 
A, fondern nach einer andern Richtung, etwa DE, 
fo verbinde man 4 mit D durch eine gerade Linie 4D. 
Dieſe wird (F. 87) auf BO ſenkrecht ſeyn. Nun (oll 


em (55 e. 85 
es auch DE (eu; alſo wären aus dem Punkte D 
zwei Perpendickel DA, DE auf BC errichtet, welches 
unmöglich iſt (F. 82). Folglich muß der durch D ets 
richtete Perpendickel durch A gehen. 


$. 89. Lehrſatz. . 
Wenn ín einem gleichſchenklichten Drei 
ecke ABC Fig. 52 der der Grundlinie BC ges 
gemüber ſtehende Winkel BAC durch eine 
gerade Linie AD halbirt wird, fo wird 
dieſe auf der Grundlinie ſenkrecht ſtehen, 
und fie zugleich halbiren. à 
Vorausſetzung. 430 iſt gleichſchenklicht, 
alfo 4B = 4C; und Z 354 ift halbirt oder 
Z BAD = Dad. a 
Behauptung. AD if ſenkrecht auf 50, 
und BD= DH e 
Beweis. In ben Dreieden ABD, 40 ift 
AB = 40, AD beiden gemein und / BAD = 
Dub: folglich iſt (F. 53) BD = und 
/ ADB — ADC; folglich ift AD auf BC ſeukrecht 
G. 27) 


$. 9o. Lehrſatz. 

Wenn in einem Dreiecke ABC Fig. 53 
zwei Seiten AC, AB ungleich find, nehmlich 
AO > AB, (o ift der Winkel ABO, welcher 
der größern Seite AC gegenüber Liegt, groͤ⸗ 
ßer als der der kleinern Seite dB ‚gegen 
über liegende Winkel 4038. 

Voraus ſetzung. 40 AB. 
Behauptung . 450 Ach. 
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Vorbereitung Da 40 > A42; fo wird ein 
Theil ber erſtern der AB gleich ſeyn. Man ſchueide 
daher 422 — AB ab und ziehe BD. CR 

Beweis. Da 4B — AD, (o it AB gleiche 
ſchenklicht und folglich ($., 55) Z ADB = AD. 
Nun It ADB der äußere Winkel am Dreiecke BDC, 
und daher ($.78) ADB > ACB, folglich iſt aud) 
ABD > Ach; um fo mehr ift alſo Z ABC > 
Ac (Grundſ. 6). 

$. 9r. Lehrſatz. 
Wenn in einem Dreiecke 450 Fig. 24 
zwei Winkel ungleich find, fo ift die Seite, 
welche dem größern dieſer Winkel gegens 
über liegt, größer als die dem kleinern ger | 
genüberliegende. 1 

Vorgusfegung Z ABC > ACH, 
Behauptung. 40 N AB. / 

Beweis. Ware 40 nicht größer als AB, fo 
müßte entweder 40 — AB oder 40 T AB ſeyn. 
Im erſten Falle müßten ($. 56) die den gleichen Seiten 
gegenüber ſtehenden Winkel 450, 40 einander 
gleich ſeyn; und im zweiten Falle müßte ($. go) der der 
kleinern Seite 40 gegenüber ſtehende Winkel 480 
kleiner als 405 ſeyn, welches beldes der Voraus ſez⸗ 
zung widerſpricht. Folglich iſt 40 > AB, 


8 . 92. Lehrſatz. 

Wenn in zweien Dreiecken ABO, abe Fig. 
5i ein Winkel ABC des einen einem Winkel 
abc des andern gleich ift, und zwei Seiten, 
welche dieſen Winkel nicht einſchlleßen, in 
beiden Drelecken einzeln genommen einans 


der gleich find, nehmlich AB= ab, 40 
ac, fo find die Dreiecke congruent, wenn 
zugleich die dem gleichen Winkel gegenüber 
ſtehende Seite 40, ac, größer als die ana 
liegende AB, ab iſt. 
Vorausſetzung. 45 — ab, = 

C ABC = Z abc und 40 > AB, ac > ab. 
Behauptung. AABCHA abc. 

Vorbereitung. Könnte man darthun, daß unter 
den angegebenen Bedingungen 50 — be feyn muß, 
fo würde die Congruenz dieſer Dreiecke aus ($. 53) 
folgen. 

Beweis. Waren BO, bo ungleich, fo müßte 
eine davon, etwa Qc größer ſeyn. Man mache E 
bd = BC und ziehe ad. 

Sin den Dreiecken ABC, abd wire demnach AB 
ub; BO — bad; LBA; folglich (§. 53) 
ad 0 véi aber auch ac — 4C, "fo ift (Grundſ. 4) 
ac — dd. 

Da oe > ab, fo ift ($ 90) L abe > ach, 
Nun ift adc ein äußerer Winkel des ierit abd. 
und daher (§. 78) ade > abo; folglich wäre Grund! 6) 
VA ade > ach und daher (S. 91). 

d ac > ad, 
welches dem vorigen widerſpricht. 

Folglich ift nicht be > BC; und da auf eben die 
Art erweislich iſt, daß BC nicht größer als bc feu 
kann, fo ift BC = be, und Mans beoe Dreiecke 
congruent .($. 53). 

-$.93. Zuſa 6. f 

Wenn daher in zweien rechtwinklichten Dreiecken 

außer der Hypothenuſe 40, ac Fig, 54 noch eine Ka⸗ 


- 


P : 


` atete AB, ab gleich iſt, fo find die Dreiecke congruent, 
weil (F. 28) die rechten Winkel B, b einander gleich 
ſind, welche (F. 80) die groͤßten Winkel in den Drei⸗ 
ecken find, und daher (F. 91) 4 > AB und as 


ab. e e Lé e 
2 N $ 93. Lehrſatz. 

Wenn von einem außerhalb einer gr: 
raden Linie. AB Tig, 55 liegenden Punkte C 
verſchiedene gerade Linien CD, CE, CF, CG 
uach AB gezogen werden, ſo iſt die ſenk⸗ 
rechte CD die kürzeſte, und von den Übrigen 
CE, CF, CG ift diejenige, welche der ſenk⸗ 


rechten näher liegt, kleiner als die entferns 


tere. Jeder, der auf einerlei Seite DB der 
ſeukrechten OD. gezogenen Linien CE, C7, 
€G läßt (id) auf der andern Seite DA ber 
ſenkrechten noch eine gleiche gerade Linie 
ziehen, aber auch nicht mehr als noch eine 
gleiche. : 
Erfter Theil. Vorausſetzung. CD ift 
ſenkrecht auf AB. n " 
Behauptung. CD ift kuͤrzer als jede gerade 


Linie, welche von C nach AB gezogen werden kann. 


Beweis. Man denke ſich einen Punkt E noch 
fo nahe an D und die gerade Linie CE gezogen, fo 
wird ein rechtwinklichtes Dreieck CDE entſtehen, worin 
CDE == K., alfo C$. 90) CDE > C, und 
folglich (§. 91) CH 7» CD. : : 

Zweiter Theil. Voraus ſetzung. 

D/ ; DG DF u. f. w. 
Behauptung. 27 s 
sich. E; CG Cu. fom. 
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Beweis. Da DF > DE, alſo die Verlan⸗ 
gerung der letztern: fo (ft CHF der dußere Winkel am 
Dreiecke CODE, alſo ($. 78) CEF > CDE. Nun 
it DE = R., und daher CEF ein ſtumpfer Win⸗ 
kel, alſo ($. 80) der größte Winkel im Dreleck Kë? 4 
folglich ift ($. 910 CF > CE 
| Auf gleiche Art wird bewieſen daß 0 = CF 

u, L w. 

Dritter Theil. Voraussetzung. Die Linie 

CD ift auf AB ſeukrecht. 
Behauptung. Jeder der aus dem Punkte C 
auf der einen Seite des Perpendickels nach 45 gezo⸗ 
genen geraden Linie, wie CE laßt fid) auf der andern 
Seite des Perpendickels eine, aber auch nur eine gleiche 
gerade Linie ziehen. 

Beweis. Man ſchnelde DH — DE ab und 
ziehe CH: fo ift in den Dreiecken ODE, CDA die 
Linſe DE — DH, CD beiden gemein, und Z CDH 
= DE N.; folglich iſt (S. 535 CH = CE. 

Koͤnute man nun außer der CH noch eine ber CE 
gleiche Linie CK ziehen, ſo wäre (Grundſ. 4) auch CK ` 
—= CH, welches unmöglich iſt, indem auf einerlei 
Seite der ſenkrechten keine zwei einander gleiche Linien 

gezogen werden Tonnen (zweiter Theil). 
§. 95. Zuſatz. 

Aus einem Punkte C konnen nach einer geraden 
Linie AB keine drei gleiche gerade Linien gezogen wer⸗ 
den. Denn wäre dieß möglich, fo müßten wenigſtens 
zwei dieſer gleichen Linien auf einerlei Seite des Per⸗ 
pendickels fallen, welches unmoglich ift (. 94, Auch 
folgt umgekehrt, daß gleiche Linien gleiche Entfernun⸗ 
gen vom Perpendickel haben, ungleiche Linien aber 


- 


ungleich welt vom Perpendickel entfernt ft find. Iſt nehm⸗ 
lich CH — CE; fo muß auch D — DE ſeyn. 
Sit aber CP > CH, ſo iſt auch DF > DUH. 


5. 96. Anmerkung 
Die Entfernung eines Punktes von einer geraden 
Linie it der kürzeſte Weg von dieſem Punkte nach der 
geraden Linie. Sie wird alfo der aus dieſem Punkte 
auf die gerade Linie gefállte Perpendickel ſeyn (S. 94. Ir 
Theil). 
$. 97. Lehrſatz. 
In jedem Dreiecke ABC Fig. 56 find jede 
zwei Seiten zuſammengrößer als die dritte, 
Vorausſetzung. ABC ift ein Dreieck. 
Behauptung. 4B ^p 4% N BO; 4B - 
ck BO ZG 46; BC + 4C > AB. 
Vorbereitung. Man verlaͤngere BA wnbez 
graͤnzt, mache AD = AC und ziehe DC, 
Beweis. Da AD = AC, fo ijt (S. 58 
ADC = ACD, Nun if (Grundſ. 3) Z BCD > 
ACD, ſolglich ift auch Z BCD > ADC; folglich 
(F. 91) BD.» BC, Nun ig BD — BA ＋ 4 
—= BA + 40; folglich it BA + AC GC, 
Auf eben bie Art wird ber Beweis von jeden P 
andern Linien des Dreiecks gefuͤhrt. 


§. 98. Lehrſatz. 

In jedem Dreiecke ABC Fig. 54 iſt die 
Differenz irgend zweier Seiten e 
kleiner als die dritte. 

Vorausſetzun g. 450 ift ein Dreieck. 
Behauptung. 40 ABX BC; 
40 — BC < 4B; BC — AB « AC. 


hr” er } 
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Vorbereitung. Von der groͤßern Seite 40 
ſchneide man AD — AB ab, und ziehe BD, ſo iſt 
DC = A — A — A — AB, 

Beweis. Da AD = AB, fo ift ($. 55) 
C ABD — ADB, alfo (F. go) beide ſpitz, folglich 
(F. 69) BDC ein ſtumpfer Winkel, alfo (F. 80) der 
groͤßte Winkel im Dreiecke 5700; 2 sti ift (§. 919 
BC > CD oder 5C A0 — 

Auf eben die Art wird der So von der Dif⸗ 
ferenz irgend zweier andern Selten des Dreiecks gea 
führt ). 

§. 99, Lehr ſatz. 

Wenn man don den Endpunkten B, C 
der Seite 30 eines Dreiecks ABO! Fig. 57 
nad einem innerhalb des Dreiecks genom- 
menen Punkte, D, zwei gerade Linien EI, ` 
CD zieht, fo ift die Summe biefer Linien ı 
BD 4- 6D, kleiner als die Summe, AB + 
AC, der beiden übrigen Seiten des Drei— 
eds; der von ihnen eingeſchloſſene Winkel 
BDC aber ift groͤßer als ber von jenen eins 
geſchloſſene Winkel 840. 

Voraus ſetzung. Der Punkt D liegt innerhalb 
des Dreiecks ABC, nach welchem aus 2 und C bie 
Linien BD, CD gezogen find. 

Reie rs BD A. DC< BA. AC, 
AZ BDO 2 CH 


— . : € 
*) Dieſer Saß iſt eine unmittelbare Kolge des S. 97. 


Denn aus AB . 50 > AC, folgt; wenn beider 
deit AH abgezogen wird, DO > 40 A. 
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Vorbereitung. Man verlängere BD bis fie die 
AC in E ſchneidet. i 
Beweis. Erſter Theil. BD 4- DG < BA 
thi AQ. Im Dreſecke BAE ift ($.97) 
BA AE. ^ BE; 
jest man zu beider Seiten Ee hinzu, fo ift 
BA A O EHE So 


oder BA . 40 N BRE T EC. 


Im Dreiecke EDC ift 
| DE FO Do; 
vnb ſetzt man zu beiden Seiten BD hinzu, ‚To ſſt 
N BD T DE & HD + DC 
oder BE T EO > BD -- DC. 
Nun war BA - 4€ H N EC; e 
folglich it (Grundſ. 6). B AC > BD 4- DC. 
Zweiter Theil. Z BDO > BAC. 
Am Dreiecke CDE it BDC ein äußerer Winkel, 
alo (5. 78) ED BC 
Aus gleichem Grunde iſt am Dreieck BAE der 
Winkel BEC > B 
folglich ift (Grundf. 6) Z BDO > BAC, 


§. 100% Aufgabe. 

Es find drei gerade Linien A, B, 0 Fig. 
38 gegeben, von denen jede zwei zuſammen 
großer als die dritte find; man ſoll ein Dreis 
eck beſchreiben, deſſen Seiten den gegebes 
nen Linien einzeln genommen gleich ſeyen, 

Auflöſung. Man ziehe eine gerade Linie DE, 
welche in JD. bégrángt, nach E zu aber mubegráugt 
fortläuft; made DE A, == By GH = C. 
Aus „ beſchreibe man mit ED den Kr dee 
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ud aus & mit G den Kreis KLH 5 von X, worin 
beide Kreiſe einander ſchneiden, ziehe man &Z', KG, 
fo ift KF@ das verlangte Dreleck. 

Beweis. Da (F. 36) KD — FK als Halb⸗ 
meter eines und deſſelben Kreiſes K L, und auch 
. £D. = A, fo ift (Grundſ. 4) FK — A. Eben fo, 
weil GH = GK und GH — C, fo ift auch GK 
| mm C. Nun war auch PG B. Folglich. find bie 
Seiten des Drelectó KEG den gegebenen Linien 4, 
5, G gleich. 

Daß aber die beiden Kreiſe DKL, KLH eſnau⸗ 
der ſchneiden, erhellet aus der Bedingung, daß jede 
zwei Seiten Aare größer als die dritte find, Denn 
da L H 7 EG, fo maß, wenn der um E 
beſchriebene Kreis dle Linſe EH in irgend eluem Punkte 
in ſchneidet, der um G befchriebene durch einen Punkt 
n gehen, welcher in der Richtung n liegt. Denn 
wäre es denkbar, daß dieſer zwelte Kreis auch durch 
den Punkt n gehen koͤnnte, fo wäre Em ein Halbe 
meſſer deſſelben. alſo Em — GH, und da Fn — 
ED, (o waͤre Em E mF zs GH ＋ ZD oder 
GE ze GI d m = GH + FD, ger GF — 
GH + ED gegen die Vorausſeizung. Noch weniger 
kann der Durchſchnſttspunkt o zwiſchen E und n fal⸗ 
len, weil alsdann GH + FD « FG Wi ebenfalls 
gegen die Vorausſetzung. 

Da FG Y. GH N FD; aber TY = = Fm, 
($..36) fo iſt FG. + GH, > Fm oder EH > Em, 
folglich de? ber Punkt ZZ außerhalb des um Zi be: 
n Kreiſes. 

Da ferner GE. VD Ell, aber GH — za 
o 36), fo ift CH + FD > Gn oder G Gn, 


N > 
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folglich faͤllt der Punkt „ zwifchen n und D, alſo iuc 
nerhalb des um I beſchriebenen Kreiſes; und da der 
Punkt ZZ außerhalb dieſes Kreiſes liegt, fo muß der 
durch m und ZZ gehende wéieng LET den Kreis KL 

ach (. 47). ; 

8. 101. Anmerkung 

In der Ausübung hat man nicht nöͤthig, die ganzen 


Kreiſe zu ziehen, welches in dieſer Figur wegen der 


Deutlichkeit de Beweiſes geſchehen iſt, ſondern es iſt 
hinlaͤnglich zwei Kreisbogen zu beſchreiben, welche nach 
dem Augenmaße zu urtheilen einander durchſchneiden. 
Auch leuchtet von ſelbſt ein, daß es einerlei iſt, ob die 
drei gegebenen Linien ſich von einander getrennt, oder 
in einem Dreiecke vereinigt befinden. Obige Aufloͤſung 
lehrt daher auch, wie ein Dreieck bu zeichnen iſt, welches 
einem andern gleich fey. 


$. 102. Zusatz. dd 


Die Auflöfung der vorigen Aufgabe bleibt unge: 
ändert, wenn auch zwei der gegebenen Linien einander 
gleich find. Soll daher aus zwei geraden Linten AB, 
CD Fig. 59 ein gleichſchenklichtes Dreieck conſtruirt 
werden, deſſen Baſis AB werden ſoll, ſo muß der 
Schenkel CD größer als die Hälfte der Baſis ſeyn, 


alſo das Doppelte dieſes Schenkels größer als AB, 


($. 97). In dieſem Falle beſchreibe mau aus A und H 
mit dem Halbmeſſer CD die Kreisbogen FG, HK 
bis fie einander in E ſchneiden, ziehe EA, EB, f 
Wt Ea das verlangte Dreieck. 

Wenn aber CD kleiner als die Haͤlfte der Linie 
AB iſt, fo werden die aus A und B beſchriebenen 
Bogen einander nicht ſchneiden, und es E (id dann 
keln Dreieck aus ihnen bilden. - Eë 


P 
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$. 103. Aufgabe. ; 

Un eiue gegebene gerade Linie AB Fig. 
.60 an einem in ihr gegebenen Punkte Zei: 
nen geradlinigten Winkel anzulegen, welz 
cher einem gegebenen Winkel cab gleich ſey. 

Aufloͤſung und Beweis. Auf den Schenkelu 
ac, ab des gegebenen Winkels nehme man beliebig die 
Punkte d und e, ziehe de, ſo entſtehet ein Dreieck 
ade, Von AB ſchneide man AE = ae ab, und 
ſetze hierauf ($. 100) das Dreieck ADE fo, daß AD 
ad, DE = de werde, fo find (H. 60) dieſe Dreis 
ecke congruent, und Z CAB — cab, 


9. 104. Anmerkung. rs 
Da es einerlei ift, wo die Punkte d und e in den Schen⸗ 
keln ac, ab genommen werden, fo. kann man fie auch in 
gleichem Abſtande vom Scheitel a wählen. Man be> 
ſchrelbe daher aus dem Scheitel a mit einer beliebigen 


Zirkeloͤffnung ag den Bogen gf. Aus A beſchreibe man 
mit derſelben Zirkeloͤffnung den unbegraͤnzten Bogen GL. 
Mit der Birtelbffnung gf beſchreibe man aus G einen 
Bogen HK, welcher den Bogen GL in P ſchneidet. Zieht 
man nun durch F die Linje AC, (o wird der Winkel Can 
der verlangte ſeyn. 5 


F. 105. Aufgabe. dE 
An eine gegebene Linie AB Fig. Grein. 
Dreieck zu ſetzen, worin ein Winkel dem ge: 
gebenen Winkel „, und die diefen Winkel 
einſchlleſenden Seiten den gegebenen Bis ` 
nien C, D gleich ſeyn. 2 
Aufloͤſung. An der geraden Linie 4B lege 
man durch einen beliebigen Punkt A einen Winkel 
FAB = x an (F. 103). Von feinen Schenkeln 
" E " t 
U 


SEN 
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ſchneide man 4G. — OC, AE — D ab und liehe 
EG; fo ift EAG das verlangte Dreleck, 


$. 106. Aufgabe. 


Aus einem gegebenen Winkel x und 
zweien ungleichen Seiten 4, B Pig. 62 ein 
Dreieck zu beſchreſben, worin die größere 
Seite A dem gegebenen Winkel gegenüber 
ſte he. 

Aufloͤſung. Man ziehe eine unbegränzte gerade 
Linie CD, und lege an einem beliebigen Punkt E der? 
ſelben den Winkel FED — x an (F. 103). Von FE 
ſchneide man E — ab, und beſchreibe aus H mit 
der Linie A einen Kreisbogen; ſo wird dieſer die unbe⸗ 
gränzte Linie CD in zweien Punkten & und K Gud, ` 
den. Den Durchſchnittspunkt G, welcher auf der 
Seite des gegebenen Winkels FED liegt, verbinde 
man mit 77 durch eine gerade Linie CH, ſo wird 
 HEG das verlangte Dreieck ſeyn. 

Beweis. Aus ZZ fälle man auf O den Per: 
pendickel H L. Faͤllt dieſer mit A E zuſammen, welches 
geſchieht, wenn x und daher FED ein rechter Win⸗ 
kel ift, fo it HL — HE, und da nach der Vor⸗ 
ausſetzung 4 > HE; fe iſt auch 4 7 HL. 

Fällt der Perpendickel HL nicht mit HE zuſam⸗ 
men, (o tft (§. 94) HE > HL uud da nach der 
Vorausſetzung A> HE, fo ift auch 4 HL, 
In jedem Falle alfo muß ein aus 77 mit der Linie A 
befchriebener Kreis den verlängerten Perpendickel HZ 
jenſelts CD in einem Punkte A treffen, und dieſer 
Kreis wird alfo (F. 48) die Linie CY in zwei Punkten 
e und K ſchnelden. 
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Von diefen Durchſchnittspunkten G und X kann 


aber nur einer auf der Seite des gegebenen Winkels 
FED legen. Denn denkt man fi) DK gezogen, fo 
ift ($. 36) HR HG — 4, Nun it 4 > HE; 
folglich ift auch AK > HE, folglich ($. 95) LK 
> LE, Der zweite Durchſchnittspunkt K fällt alfo 
auf der andern Seite des gegebenen Winkels TE 
und von den beiden durch die vorgeſchriebene Conſtruc⸗ 
tion entſtehenden Dreiecken HEG, HEK wird bloß 
das erſtere den gegebenen Winkel x enthalten. Da 
nun in dieſem Dreiecke auch HE — B, HG — 4, 
fo ift. HEG das verlangte Dreieck. N 


S. 107. Anmerkung. * 


Wenn der Winkel x ein rechter iſt, und daher HL 


fnit HE zuſammen fällt, werden auch die Entfernungen 
EK, EG fo wie die Wintel FEG, FEK als rechte einander 
- „gleich ſeyn und beide Dreiede HEG, HEK werden bie vers 
langten Stücke enthalten. Da jedoch dieſe Dreiecke ($.93) 
congruent find, ſo werden fie bloß in ihrer Lage von 
einander unterſchieden ſeyn. Hieraus erhellet, wie aus 


der Hypothenuſe und einer Kathete eines rechtwintlichten 


Dreiecks daſſelbe zu conſtrulren fep, 


$. 108. Zuſatz. 

Wenn Pig. 63 die dem gegebenen Winkel e gegenüber 
ſtehende Seite B kleiner als die anliegende &, jedoch grós 
Ber als der Perpendickel ZZ L ift, fo werden die nach der 
Conſtruction des H. 106 entfiebenben Durchſchnitte E, K 
auf dert Seite des Winkels FED fallen. Denn da 
HK = HG, aber HG < HE, (o iff auch EK T 
HE, folglich der Abſtand LK «C LES, 95), folge 
lich liegen die Punkte E und K auf duet Seite des 
gegebenen Winkels FED — x; und in beiden Drel⸗ 
8 f E 2 
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ecken H EK, H werden die gegebenen Stucke 4, 
B, x anzutreffen ſeyn. In dieſem Falle giebt es alſo 
fuͤr die vorgelegte Aufgabe zwei Auflöͤſungen, und um 
zu wiſſen, welche von beiden Aufloͤſungen zu nehmen 
ſey, muß in dieſem Falle in der Aufgabe beſonders 
beſtimmt werden, ob das geſuchte Dreieck ſpitzwinklicht 
oder ſtumpfwinklicht ſeyn folk 


§. 109. Zuſatz. 

Je weniger im letztern Falle die kleinere Linie B 
vom Perpendickel unterſchieden ijt, efto kleiner iſt ihr 
Abſtand LG von dieſem Perpendickel (H. 95), und defto . 
näher ruͤcken die beiden Durchſchnittspunkte E, K an 
einander, Iſt Fig. 64 die kleinere Linie B dem Pers 
pendickel HL gleich, fo fallen beide Durchſchnitts⸗ 
punkte G, K im Punkte L zuſammen. Ein aus HA 
mit dem Halbmeſſer B — HL beſchriebener Kreis 
kann mit der Linie CD nur den Punkt L gemein ha⸗ 
ben, weil jede andere von 77. nach CD gezogene Linie 

großer als AL if (S. 94); daher der Endpunkt 
einer jeden ſolchen Linie, und folglich alle Punkte der 
Linie CD außerhalb dieſes Kreiſes GK fallen muͤſ⸗ 
ſen. In dieſem Falle giebt es nur ein Dreieck von 
den verlangten Eigenſchaften. 

Iſt aber die Linie D kleiner als 77L, fo wird 
ein aus H mit dem Halbmeſſer B beſchriebener Kreis 
keinen Punkt mit der Linie OD gemein haben, und in 

dieſem Falle laßt fid) aus den gegebenen Stücken kein | 
Dreieck bilden. ö | 
$. 110. Lehrſag. 
Wenn in zweien Dreiecken ABC, DEF 
Fig, 65 zwei Seiten des einen AB, AC zweien 
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Seiten des andern DE, DF einzeln genoma 


men gleich find, aber der von ben erftereu 
eingefchloffene Winkel 840 größer als der 
von den anderen eingeſchloſſene ZDF ift, fo 
ift auch die dritte Seite BC be8erftern Drei⸗ 
ecks größer als die dritte SE EF de s 
andern. 


Vorausſetzung. AB — DE; aci F; 


C BAC > EDF. 
Behauptung. BC EF. 


Vorbereitung. Man lege ($. 103) an dieje⸗ 


nige Seite DE, welche nicht größer als die andere ift, 
im Punkte D einen Winkel EDE — AO an, fo 
wird, da BAC > EDF die Linie DG außerhalb 
des Winkels ZDF fallen. Man ſchneide bann De 

= 40 = Di ab und ziehe EH, GE. 

Beweis. In den Dreieden ABC, DEG ift 
4B — DE, AC=DG, / BAC = EDG, 
folglich ift CS. 53) BC — EG, 

Da DG.— AO und aud) DF = AC, fo iſt 
(Grundſ. 4) DG. = DF, alfo DEF gleichſchenklicht 
und folglich ($.55) L DG = DFG. Nun ift 
(Grundſ. 3) L DG > , folglich iſt auch / 
DFG Ho; um fo mehr iſt (Grundſ. 6) EIG 

of. Folglich it im Dreiecke EFG die dem 
größern Winkel EI gegenüber ſtehende Seite EG 
größer als die dem kleinern Winker EGF gegenüber 
ſtehende EF. 
Nun war EG — : BC; folglich it BC > EF. 


: F. rt, Lehrſatz. s 
Wenn in zweien Dreiecken ABC, DEF 


U 


Fig. 6s zwei Seiten des einen, „AB, 4C, 
zweien Seiten des andern, DE, D einzeln 
genommen gleich ſind, aber die dritte Seite 
Bo des erſtern größer als die dritte Seite EF 


des letztern (ft, fo ift auch der von den bei⸗ 


den Seiten im erſten Dreiecke eingeſchloſſene 
Winkel B40 größer als der von den gleichen 
Seiten im andern Dreiecke eingeſchloſſene 
Winkel EDF, 

Vorausſetzung. AB — = DE; AU = PF; 
BC EE 

Behauptung. C BAC N EDF. 

Beweis, Waͤre nicht BAC > E, fo müßte 
entweder BAC = ED oder BA < HD ſeyn. 
Im erſten Falle wäre (S. 53) BC — EF, und im 
zweiten Falle B ER (F. 110), welches beides der 
Ke widerſpricht. Folglich it BAC > EDF. 


Drittes Kapitel. 
Von den Parallellinien und Pallelogeammen. 


' 


F. 112. Erklarung. 


Wean quei in einerlei Ebene liegende gerade Linien 
AB, CD Fig. 66, fie mögen parallel oder convergi⸗ 
rend ſeyn, von einer dritten E“ in den Punkten G, 
Il geſchnitten werden, (o entſtehen um diefe beiden 
Durchſchnittspunkte herum acht Winkel, von denen die 
vier außerhalb der Parallelen befindlichen xj y, , 1 
äußere Winkel heißen, und die vier zwiſchen den 
Parallelen befindliche v, t, r, s innere Winke 
genannt werden. Jede zwei innere Winkel, welche auf 
verſchledenen Seiten der ſchneidenden Linſe liegen, ohne 
Nebeuwinkel zu ſeyn, wie e und s, desgleichen r und 
t heißen innere Wechſelswinkel zu einander. Jede 
zwei aͤußere Winkel, welche von verſchiedenen Seiten 
der ſchneidenden Linie liegen ohne Nebenwinfel zu 
ſeyn, wie x» und u, desgleichen y und s heißen a uf» 
fere Wechſelswinkel. Jede zwei au einerlel Cite 
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der fchneidenden Linie liegenden Winkel, welche ihre 
Oeffnung nach einerlei Seite gekehrt haben, heißen in⸗ 
nere und äußere correſpondirende Winkel. 
So find x und r, desgleichen £ und wu ESCH 
Winkel. 
§. 113. Lehrſatz. 

Wenn zwei gerade Linien AB, CD Fig. 
66 von einer dritten EF geſchnitten werden 
und die Summe der hierdurch auf einerlei 
Seite der fdinelbenben Linie entſtehenden 
innern Winkel t und s zweien rechten gleich 
iſt, ſo ſind dieſe Linien parallel. 

Voraus ſetzung. t E = 2 H. 

Behauptung. 45, CD find parallel. 


Vorbereitung. Da (F. 58) v Et — 2 RN. 
und  r--s-aoR. 

(o ift (Grundſ. 2) v ET Fr --s — 4 R. 

Nun iſt ü 2 R. 

folglich ift auch (Grundſ. 10) e -- 7 — 2 R. 


Beweis. Wären AB, CD nicht parallel, fous 
dern ſchnitten verlängert einander auf irgend einer Seite 
der EF in einem Punkte K, fo wuͤrde, da alsdann 
GBR, HDK gerade Linien find, ein geradlinigtes 
Dreieck KGH entſtehen, worin die Summe zweier 
Winkel t, s zweien rechten gleich ware, welches uns 
möglich if (§. 70). 

Da nun auf gleſche Art erweislich iſt, daß dieſe 
Linien auch auf der andern Seite der EP einander 
nicht fehneiden Können, fo (inb fie parallel $ 30). 


§. 114. Lehrſatz. 
j Br gerade Linien AB, CD Eig 66, wel⸗ 
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de in einer exe eine ſolche Lage haben, 
daß 
1) die duch TR dritte fie ſchneidende EZ 
eutftefenben Wechſelswinkel v unb s 
einander gleich find; ober daß 
2) ein äußerer Winkel y-bem ihm an berz 
ſelben Seite gegenüber ſtehenden innern 
s gleich ift, find parallel. 
Erſter Theil. Vorausſetzung. v — s, 
Be haupt un g. 45, CD (inb parallel. 
Beweis. Da s, ſo iſt o TSL. 
Nun ift (§. 68) „gt — 2 B; folglich iſt auch 
t S2 R, folglich find CS. 113) AB, CD 
parallel. 
Zweiter Theil. Vorausſetzung. y — s 
Behauptung. 45, CD find parallel. 
Beweis. Day —$,foifty--t-—s--u 
Nun ift ($. 68) y t 2 N.; folglich find auch 
t= 2K, alſo ($.113) AB, CD parallel, 


$. 115. Aufgabe. 

Durch einen gegebenen Punkt & Fig. 66 
eine gerade Linie zu ziehen, welche einer 
gegebenen CD parallel fen, ^ ö 

Aufloͤſung und Beweis. Auf CD nehme 
man willkuͤhrlich einen Punkt H: ziehe G und lege 

(F. 103) an CH im Punkte & einen Winkel HG A 
— GHD au und verlängere AG nach B; ſo iſt 
(F. 114. 1) AB der CD paxallel. 


. 116, Erklärung. a 
Die Flaͤche, welche von den beiden Schenkeln eines 


* 
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Winkels acd Fig. 67 nach dem Schelte und ſeit⸗ 
wärts hin begränzt iſt, nach der Oeffnung hin aber 
Unbegraͤnzt fortläuft, wenn man die Schenkel ca, cd 
über alle Graͤnzen hinaus berlängert, heißt eine 
Winkelflaͤche. 


„. 117. Grundſatz. 

Wenn zwei Winkel ACD, acd Fig. & eine 
ander gleich find, fo müſſen auch ihre Win⸗ 
kelflaͤchen einander gleich ſeyn. 

Denn legt man den Winkel 40 dergeſtalt auf 
acd, daß C auf c und C auf ca zu liegen kommt, 
fo muß auch C auf eck fallen ($. 25). Alle Grän⸗ 
zen der einen Winkelflaͤche, fo weit man auch ihre 
Schenkel verlängern mag, fallen alſo ganz auf die 
Gränzen der andern und beide Flaͤchen find: alſo eins 
ander gleich (§. 14). 


. ng Erklärung. 
Die Flaͤche CDFE Pig. 67, welche zwei auf 


einer dritten Linie AB ſenkrechte, und daher (g. 113) 


parallele Linien CD, A zwiſchen Dt faſſen, und 
welche daher nur noch von der Seite D begrányt" 
wird, nach C und E hin aber unbegraͤnzt fortlaͤuft, 
heißt ein ſenkrechter Flächenſtreifen, und die 
Linie DE feine Breite. 

Die unbegraͤnzte Fläche 56 HD Fig. 68, welche a 
qoe Linien BG, DE zwiſchen ſich faſſen, die mit 
elner dritten fie ſchneidenden NV gleiche correſpondl⸗ 
rende, jedoch ſchlefe Winkel EG.B, EHD bilden, und 
daher (K 114) parallel "5 heißt eiu (diefet Flaͤ⸗ : 
chenſtreifen. 5 


et Ne 
\ zë 119. Lehr atze 

Zwei ſenkrechte Flächenſtreifen CDFE, 
&IIKL Fig. 67 von gleichen Pelr c Dr, HK i 
find einander gleich. 

Vorausſetzung. Z CDF = DFE -— GHK 
Se aber sz Rs ferner D HK. 

Be ha u p " ung Der Streifen CDFE = 
GHKL, : 

Beweis. Mon lege CDFE dergeſtalt auf 
Faden daß D auf H. und DF auf H A zu liegen 
omme 

Da DF = HK, fo fallt: ($. 15) auch F auf 
K. Da CDF — GHK, fo fälr (S. 25) DC auf 
HG.: Da DFE — HKL, (o faͤllt FE auf KL. 
Folglich fallen alle Graͤnzen der einen Fläche auf die der 
andern, und find alſo einander gleich (S. 14). — 


rä, 120. Lehrſattz. 

Jede Winkelfläche acd Pig. 67. tft größer 
als jeder ſenkrechter Flaͤchenſtreifen CD, 
der Winkel acd. mag noch fo klein ſeyn, und 
der Streifen CDFE eine nod) fo große Breite 
DF haben. 

Votausſetzung. 1) OD if ein fenkrechter 
Flaͤchenſtreſſen, alſo ZE CD = R. 2) acd ift eine 
Winkelflaͤche. 

Behauptung. ad Y ODE. - : 

Beweis. Der Winkel acd ſey noch fe klein 
(etwa der 1000te Thell vom rechten), fo wird er doch 
eine hinlaͤngliche Anzahl Mahl (etwa 100 Mahl) um 
den Punkt c an einander gelegt, wie acd, doe, ecf 
u. fim, endlich einen Winkel och erzeugen konnen, 


N 
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welcher großer als ein rechter iſt. Die Winkelſläche acd, 
welche (F. 112) den Flächen dee, ec, ꝛc. gleich ift 
wird alſo eine hinlängliche Anzahl (1001) Mahl wies 
derhohlt, die gleichfalls unbegraͤnzte Winkelflaͤche ach 
des rechten Winkels endlich einmahl übertreffen. 
Schneidet man hingegen von der verlängerten D 
bie ihr gleichen Theile ZH, HK ic. ab, und errichtet 
aus V, K ic. die Perpendickel 77, KL ꝛc., fo ent 
ſtehen (S. 118) die ſenkrechten Flaͤchenſtreifen ZFHG, 
GHKL x., welche alle einander und der Flaͤche CDFE 
gleich find (§. 119). Da jedoch die Linie: DB nach B 
zu unbegrángt fortlaͤuft, fo kann man fo viele der D 
gleiche Theile als man will abſchueiden, ohne je zu 
Ende zu kommen. Die hierdurch entſtehenden Flaͤchen⸗ 


ſtreifen, ſo viele man auch derſelben nehmen mag, wer⸗ 
den nie die Winkelfläche CDB des rechten Winkels 


ausfüllen. 

Wenn daher die Winkelflache acd irgend eine Anz 
zahl m mahl genommen. bie. Fläche ach des rechten 
Winkels uͤbertrift, ſo daß m . Fläche acd, > Flache 
ach, fo wird eine gleiche Anzahl m ber Flächenſtreifen 
CD die Flache ODB des rechten Winkels nicht 
ausfüllen‘, ſo daß n . CDFE / Flaͤche CDB, 

Folglich iſt (Grundſ. 6) 

n, Flache acd > n . Flache CDEE; 
und wenn man rot durch u dividirt (Grundſ. 14) 
Flache acd > CDE. 


*$. 121. Zuſatz. 
Set man alfo an einen Punkte V innerhalb des 
ſenkrechten Streifens CDFE einen Winkel EFM — 
acd an, fo kann die Flache dieſes Winkels, welche 
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größer als CDFE ijt, nicht innerhalb dieſes Streifens 
bleiben (Grundſ. 3); ſein Schenkel L muß nothwen⸗ 
dig aus den Graͤnzen dieſer Flaͤche hinaustreten, und 
alfo die Linie CD in irgend einem Punkte ſchneiden. 


*$. 122. Lehrſatz. t 

Jede Wlinkelflache ift größer als jeder 
ſchiefe Slächenftreifen 86 Fig. 68. 

Vorausſetzung. BGHD ift ein ſchiefer Flaͤ⸗ 
chenſtreifen oder Z EGB — E und beide (dif 
(F. 118). 

Behauptung. Jede Winkelflaͤche iſt größer 

als 56D. 

Vorbereitung. Man halbire (F. 64) CH in 
K, ziehe ($, 67) KM auf CD, und KL auf AB 
ſenkrecht. Er SC 

Beweis. In den beiden Dreiecken KAM, KLG 
(ft die Linie K N — KG, / KHM = EGB — LGK: 
und der Z KMH = KLG — R (5. 73); folglich 
ift auch (§. 84) L LRG — H KM, unb der Flaͤchen⸗ 
raum des Dreiecks KL dem des Dreiecks KAM 
gleich. Es wird alfo ($. 74) ML eine gerade Linie, 
und der unbegraͤnzte Flaͤchenſtreifen B64 dem ſenk⸗ 
rechten Streifen BLMD gleich ſeyn. 

Nun aber iſt letzterer kleiner als jede Winkelflache 
($. 120); folglich wird auch erſterer Heiner als jede 
Winkelflache ſeyn. 


*$ 123. Zuſatz. 
Legt man alſo in einem ſolchen fehtefen Flächen⸗ 
ſtreifen einen Winkel BEN an, fo kann deſſen Fbiche, 
welche deier als die des Crreifenà BOLD ift, nicht 
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innerhalb dieſes Raums bleiben, und die Linie GN 
muß alſo hinlänglich verlängert, die Linie AD in 
irgend einem Punkte ſchneiden. 
$. 124. Lehrſatz. 
Wenn zwei gerade Linien AB, CD Fig, 
69 von elner dritten EF geſchnitten werden, 
und die Summe der beiden an einerlei Seite 
ber EFliegenven innern Winkel DGH, GHB 
zuſammen kleiner als zwei rechte ift, fo 
treffen (ie hinlänglich verlängert an eben 
dieſer Seite zuſammen. 
Borausſetzung. DGH OE AR, 
Behauptung. AB, CD find convergirend . 
va Vorbereitung Man lege (F. 103) an EG 
in E einen Winkel GL = GHB an. 
Beweis. Da EGI. = GAB, fo ift 
EGL LGH = GHB + ICH. 
Mun iſt (9.68) EGL -- LGH — 2 N; 
folglich iſt auch GDL LGH —2R. ^ 
Da aber Pn * GHB « 2 >> fo if (Grunde 
ob 
E DGH 22 GHB « GHB.4 LGH; 
oder wenn beiderſeits GH P abgezogen wird Grundf, 11) 
DGH CLA; 
folglich fallt der Schenkel GD daten GL und GH. 
Nun ift, weil EG — GI D (S. 114) die Linie GL 
dt HB; unb daher LH ein Flaͤchenſtreifen; folg⸗ 
lich muß ($$. 121, 123) 6, welche innerhalb dies 
ſes Streifens liegt, hinkaͤnglich verlängert, die AB 
ſchneiden. n 
, $. 125. Lehr ſatz. ye 
Wenn zwei gerade Linien i CD Fig. 
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66 parallel find, und von einer ass EF 
in E und U geſchnitten werben, ſo iſt : 
1) die Summe der beiden innern an einers 
lei Seite liegenden Winkel t, s zweien 
rechten gleich. à : 
2) Sind die innern Wechſelswinkel v nnb 5, 
t unb 7 einander gleich; und 
3) ift der äußere Winkel y dem ihm an 
derſelben Seite gegenuͤber ſtehenden 
innern s gleich. 


Erſter Theil. Vorausſetzung. 45 Hr CD. 
Behauptung. t = 2 

Beweis. Waren nicht tes — 2 R, fo ie 
entweder t s «C 2 A, oder t > 2 H. Im 
erſten Falle müßten (S, 124) die Linien 45, CD nach 
B und D zu verlängert zuſammentreffen; und im zwei⸗ 
ten Falle waͤre e -]- r «C 2 K, und beide Linien muͤß⸗ 
ten nach der entgegen geſetzten Seite zuſammentreffen, 
welches beides der Vorausſetzung widerspricht, Folglich 
(tt Ts 2 R. 

Zweiter Theil. Vorausſetzung. 4 ICH. 
Behauptung. Der Winkel v — s f 
e Beweis. Da AB CD, fo iſt (1. Theil) 

t+s=2R. Nun iſt auch ($.68) t Fra R 

folglich ift (Grundſ. yes t ai 
und folglich (Grundſ. ro) s — v. 

Dritter Theil. Vorausſetzung. AB H 

Behauptung. yy Së 

Beweis. Da AB 1t CD, (o ift (II. Theil) 
„ za Mun iſt eid 6.750 v — y folglich (ft 
(Grundſ. 4) y = 


^ 
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NINE 136. 3ufeti 
Durch einen und denſelben Punkt G Fig; 69 fai 
man einer gegebenen Linie AB nur eine Parallele (Ob, 
ren. Denn wäre es möglich, der AB, zwei Parallele 
KL, durch den Punkt E zu legen, fo wäre, da 
KL H AB (. 125, III.) ZEGL = EHBs; und 
weil auch CD 1t AB, C EGD = EHB; folglich 
waͤre (Grundſ. 4) EGL = , welches mia? 
ift Te . 


$. 127. Zuſatz. 

Wenn eine Linie CZ) Fig. 69 eine von zweien 
Parallelen KL ſchneidet, fo muß fie auch die andere 
AB ſchneiden. Denn wenn (ie die AB nicht ſchnitte, 
ſo waͤre ſie ihr parallel (§. 30). Es wären demnach 
durch einen und denſelben Punkt E der AB zwei Pas 
rallele KL, O geführt, welches unmoͤglich iſt ($. 126). 

Wenn daher auf eine von zweien Parallelen ZB Fig. 
68. im Punkte Z ein Perpendickel LM errichtet wird, 
fo muß dieſer auch die andere CI) in einem Punkte M 
ſchneiden, und zwar unter einem rechten Gig, weil 
BLM + LHD 2 R. e 


H. 128. Lehrſatz. 

Wenn jede von zweien Linien 45, CD, 
Fig. 21, welche nicht in einerlei Richtung 
liegen, einer dritten ZZ parallel iſt, fo find 
ſie auch einander parallel. | 

Vorausſetzung. A H EF; CD dt EF, 

‚Behauptung 4B jy CD, ` S 
Vorbereitung. Man durchſchneide AB durch 
eine gerade Linie GM, f 


, 
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Beweis. Da AB if EF, fo wird (S. 127) die 
die AB durchſchneidende Linie GH auch die E in 
einem Punkte & durchſchneiden, und es ift (§. 128. II) 
AHK — HKF, 5 : 

Da EF 1t CD, (o wird GK auch die Linie OD 
in einem Punkte L. ſchneiden, und es ift (§. 125 III) 
HKF — KLD, Folglich it (Grundſ. 4) 4H K — - 
KLD, alfo bei den beiden von GM durchſchnittenen 
Linien AB, C die inneren Wechſelswinkel gleich. 
Jolglich iſt ($. 114) 48 Hr. 


$. 129, Lehrſatz. 
Wenn zwei Winkel x, y Fig. 70, deren 
Oeffnung nach einerlei Seite gerichtet iſt, 
parallele Schenkel haben, ſo ſind ſie einan⸗ 
der gleich. ^ En 
.  Serauéfegung. ABH DE; BC H; 
die Oeffuungen der Winkel x, y find nach einerlei 
Seite gerichtet. 
Behauptung. Der Winkel x — y, 
Vorbereitung. Man verlängere DE, fo wirb 
blefe die Linie BC in einem Punkte G ſchnelden , weil 
fie die Parallele E ſchneidet (F. 127). i 
Beweis. Da DE die Parallelen EY, BC 
ſchueidet, jo ift (F. 125. III.) der äußere Winkel x — x; 
und da die Parallelen DG, AB von BC geſchnitten 
werden, fo iff der äußere Winkel z = A, Folglich ift 
(Grundſ. 4) L x — Ié N 


Kl 
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H. 130. Lehrſatz. 
In jedem Dreiecke ABC Fig, 48 ift 1) der 
äußere Winkel 400 der Summe beider, ihm 
` $ : 
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Feger ſtehenden inneren ABC, 540 
gleich. 2) Iſt die Summe aller drei Winkel 
eines Dreiecks zweien rechten gleich. 

Erſter Theil. Voraus ſetzung. 40 ft 
eln äußerer Winkel des Dreiecks ABC, 

Behauptung. 40D = ABC . BAC, 
Vorbereitung. Durch C ziehe man G. 115) 
der AB die Parallele CE, 

Beweis. Da 4B it CE und von 40 geſchnit⸗ 
ten werden, fo ijt (F. 125. II.) C BAC = ACE. 
Nun iſt ($.78) 40 > BAC: folglich ift auch 
ACD > ACE, folglich fallt CE nerhalb des Win⸗ 
ters ACD und theilt den Winkel 40 in zwel Theile 
ACE, EOD, von denen ACE: = BAC 

Da ferner die beiden Parallelen AB, O won 
BD geſchnitten werden, fo ift (§. 125. 1110 der aͤußere 
Winkel ECD = ABC. Folglich 

ACE T ECD = BAU AB, ober 
AD = BAC + ABC. 

diguiua Theil. VBorausſetzung. ACD ift 

ein äußerer Winkel des Dreiecks ABO, - 


Behauptung. BAC A , ACB | 


== 2 R. 
Beweis. Da ACD—=BAO + ABC (135; 
fo ift, wenn JOB belderſeits hinzukommt, 
ACD -- ACB = BAC -+ ABC + ACB, 
Nun ift ($.68) 40 ＋ ACB — 2 R; 
folglich auch (Grundſ. 4) BAC + ABC + ACB à 


2 N. 
$. 131. Zufaͤtze. 
I. Wenn in zweien Dreiecken ABC, DEF Fig. 
34 zwei Winkel des einen etim Wen des andern 


* 
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einzeln genommen gleich find, nehmlich T B= E, 
und / C = , fo muß auch der dritte Winkel des 
erſtern dem dritten Winkel des andern gleich ſeyn, 
nehmlich A= D, 

II. Wenn fu zweien Dreiecken Fig. 34 ein Wins 
kel des einen einem Winkel des andern gleich ift, nehme 
lich 44 = D, fo muß auch die Summe der beiden 
übrigen im erſten Dreiecke der Summe der beiden übri⸗ 
gen Winkel im andern Dreiecke gleich ſeyn, nehmlich 
B+C=E+E 

III. Wenn in einem Dreiecke ABC Fig. 23 ein 
Winkel, 5, ein rechter iſt, fo iſt die Summe ber bei⸗ 
den übrigen, A O ebenfalls einem rechten gleich. 


und wenn in einem Dreiede ABC Fig. a3 die 


Summe zweier Winkel, A C dem dritten 2 gleich 
iſt, ſo muß letzterer ein rechter ſeyn. Denn 1 ＋ C 
+ B=2R Setzen wir nun ſtatt A ＋ C die 
gleiche Größe B, fo it B ＋ B, oder 2 B — R, 
alfo (Grundſ. 14) B= R. 
IV. Kennt man in einem gleichſchenklichten Drei⸗ 
ecke einen Winkel, (o ift die Größe aller übrigen be⸗ 
kannt. Kennt man im Dreiecke ABC Fig. 72 den 
Winkel y an der Baſis, fo ift, da ($. 55) / — z, 
„ = 29h, unb daher x — 2.R = 49. Iſt 
Aug der Winkel am Scheitel „„, bekannt, (o ift 
y oz ober % Rn; und y = — s 2 
Iſt nun der von den gleichen Schenkeln daat 
R 


2 N — 
; d x ein DER ſo iſt — — = 


= —R ober ber D? eines rechten Winkels de 
52 


N 
V. Der äußere Winkel u am Scheitel eines gleich⸗ 
ſchenklichten Dreſecks ABC Fig. 72 ijt doppelt fo groß 
als jeder Winkel an der Bali. Denn * zs . x, 
Da aber y — 2, ſo iſt u = 2 = 2. 

VI. In gleichſeitigen Dreiecke ABC Fig, 20 ift ; 


e BzzC($ 57), und da 4--B--C- 
, AR, fo beirägt jeder von ihnen zwei Drittheil eines 
rechten. e 


$. 132. Aufgabe. 

Aus zweien gegebenen. Winkeln T e 
welche zuſammen kleiner als zwei rechte 
find, und einer gegebenen Seite AB Fig. 73. 
ein Dreleck zu beſchreiben, worin die gege⸗ 
bene Seite an beiden Winkeln anliege.“ 

Aufloͤſung und Bewels. WW einer ` unbez 
graͤnzten Linie C ſchneide man einen Theil EE — 
AB ab; lege an E ($. 103) einen Winkel TEK = x, 
und an T den Winkel EFL — y an; und verfángere 
bie Schenkel EK, FL, fo werden dieſe, ba x + y « 
2 R einander in E ſchneiden (S. 124) und GEF wird 

das e Dreieck ſeyn. 


$. 133. Aufgabe. * 
Aus zwelen gegebenen Winkeln «, y, 
welche zuſammen kleiner als zwei rechte 
find, unb einer gegebenen Seite MN Ig. 73 
ein Dreieck zu beſchteiben, worin die Linie 

MN bem Winkel y gegenüber fiehe. 
Auflöfung An einer unbegrányten Linie CD 
lege man im Punkte E einen Winkel K , unb 
CEP S y an. Vom Schenkel des Winkels FE 
ſchneide man EE = MN ab, und ziehe durch G dle 


\ 


GL ter EP parallel, fo werden GL und E einander 
in einem Punkte F ſchneiden, weil EE, die der GE 
parallele EP ſchueidet ($. 127) und GEF wird das 
verlangte Dreieck ſeyn. Sek 
Beweis. Da GE — MN, GER = x, und 
($. 125. III.) EFG — GEP — y, welchem Winkel 
die Linie GE — MN gegenüber ſtehet, fo it GEF 
das verlangte Dreieck. i ) 


9.134. Anmerkung. 

In den beiden vorhergehenden Aufgaben iſt vorausge⸗ 
ſetzt worden, daß die Summe der beiden gegebenen Win⸗ 
x, y kleiner als zwei rechte iſt. Wenn dieß nicht der 
Fall iſt, fo läßt fid aus den gegebenen Stuͤcken kein 
Dreieck conſtrulren (5, 79). I 


.$.135. febrfat. ^ c 

Sn jeber A et g Figur 450 DE 
Fig. 24 beträgt die Summe aller Polygon⸗ 
winkel doppelt ſo viel rechte als die Figur 
Seiten hat, weniger vier rechte. 

Beweis. Zieht mau aus einem beliebigen inner⸗ 
halb der Figur genommenen Punkte Z nach allen 
Winkelſpitzen des Polygons gerade Linien FA, FB, 
‚FO ic, fo wird die Figur hierdurch in fo viele Dreis 
ecke zerlegt als De Seiten hat. Von den drei Winkeln 
eines ſolchen Dreiecks wie FA liegen immer zwei, 
TAB, FBA an duer Seite der Figur und machen 
Theile der Polygonwinkel aus ($. 39); der dritte aber 
liegt um den Punkt F, und macht keinen Theil der 
Polpgonwinkel aus. Die Summe aller Winkel dieſer 
Dreiecke wird alfo aus allen Polygomwvinkeln nebſt den 
um den Punkt Y herümliegenden Winkeln beſtehen, 


E 26 — 
welche letztere (§. 71) vier rechten ag ſind. Die 
Summe aller Polygonwinkel wird alſo gleich ſeyn der 
"Suüme aller Winkel dieſer Dreiecke weniger vier rech⸗ 
ten. Run machen ($. 130) alle drei Winkel eines 
Dreiecks zuſammen zwei rechte aus. Bezeichnen wir 
nun die Anzahl der Seiten des Polygons, und daher 
auch die Anzahl der Dreiecke durch u, fo. iſt die Summe 
aller Winkel dieſer Dreiecke n. 2 NR, oder 22 R. Die 


Summe aller Polygonwinkel ift alſo n. 2 N — 4 R 
n. a- 2. 2 R= (u 2) 2 K. ; 


16.136. Anmerkung. 

Wenn bie Figur einwärts gehende Winkel hat, wie 
bei C Fig. 74, fo muß für den Polpgonwinkel der inwen⸗ 
dig liegende genommen werden, welcher hier aus den 
Theilen Fog, FCD beſteht; weil unter Polygon win⸗ 
kel nur die inwendige Sperrung der an einander ſtoßen⸗ 

den Seiten verſtanden wird. Ein ſolcher einwärts geben- 

der Winkel, welcher großer als zwei rechte iſt, heist auch 

ein erhabener, converer Winkel. Ein Winkel, 

welcher kleiner als zwei rechte, iſt, wie der auswaͤrts 

ne ees EAB heißt, ein Vobler, concaver 
ntel. 


25 $. 137. Zusatz 5 

Wenn die einwärtsgehenden Winkel einer Figur fo 
beſchaffen ſind, daß von keinem Punkte innerhalb der 
Figur nach allen Winkelſpitzen gerade Linien gezogen 
werden koͤnnen, ohne die Seiten des Polygons zu 
durchſchnelden, wie in ABCDEFG Pig. 78, fo gets 
lege man ſie durch Diagonalen in andere Polygone, 
wie hier in 450 DG und EDGF, in deren jedem ein 
ſolcher Punkt anzutreffen iſt. Nun iſt die Summe 


= $5 
aller Winkel des Fuͤnfecks 450 DG = 23.5 R 
4 R=6 N; und die des Vierecks GDEF= ` 
2.4 R — 4 N; folglich ift die Summe aller Winkel 
des 5 Sickert = o . R—4R. : 


$. 138. Lehrſatz. 

Weun man alle Seiten, AB, BC, en Y 

eines Polygons ABCDEF Fig. 76, welches 
keine einmwärts gehende Winkel hat, nach 
einerlei Richtung verlängert, fo iſt ble 
Summe der äußeren Winkel aAB, ABC, 
cCD c., welche von jeder Seite und der 
Verlängerung der ihr anliegenden gebildet 
werden, bier rechten gleich, wie groß auch 
die Anzahl der Selten des Nohyg ens ſeyn 
mag. 
, wels, Jeder áufere Winkel wie aA beträgt 
mit ſeinem innern Nebenwinkel zuſammen zwei rechte 
(F. 68), und dieſe Summe findet fid) in jedem Poly⸗ 
gon ſo oft wiederholt als es Seiten oder Winkel hat. 
Die Summe aller äußeren Winkel und aller Polygon⸗ 
winkel zuſammen genommen, wird alfo n . 2 R bes 
tragen, wenn mn die Anzahl der Seiten bedeutet. Da 
aber (F. 135) die Summe aller Polygonwinkel allein 
genommen 2 . 2 H — 4 K beträgt, (o muͤſſen alle 
aufere Winkel zuſammen vier rechten gleich ſeyn. 


$. 139. Zuſatz. 

Da in elner regulären Figur alle Polygonwinkel 
einander gleich find C$. 32), und daher auch (9.68) alle 
äußere Winkel einander gleich ſeyn muͤſſen, fo iſt in 
einem regulaͤren Polygon von z ia jeder Polygon⸗ 


— 98 — 


2 RAR Ge 
F. 135), und 


ek 


* 
winkel = 
jeder aͤußere Winkel = E 


Es (ít demnach in a regulären 
Dreiecke ber Polygonw. =? N; d. Außenwink. LR. 


Bierede „ e „ Nn; . 

Fuͤnfecke⸗ e e 2 z—$ R; 55 5 e$. 
Cede e sie së R; 1 R. 
/Olbentde es = RR. 


u. ſ. w. 
yi Te 140. Erklärung. 

Eine vierfeitige Figur 4BCD Fig. 77, worin jebe 
zwei einander gegenüber ſtehende Seiten parallel ſind, 
heißt ein Parallelogramm. Man benennt es ent⸗ 
weder mit vler an ſeinen Endpunkten befindlichen Buch⸗ 
ſtaben, wie 4800, oder auch nur mit zweien an den 
Endpunkten der Diagonale befindlichen Saen wie 
AD ober BC, 

H. 141. Lehrſatz. 

Ein jedes Parallelogramm 480 Pig. 77 
wird durch die Diagonale AD in zwei con⸗ 
gruente Dreiecke zerlegt. Auch ſind in jedem 
Parallelogramm die gegenüber ſtehenden 
Seiten und Winkel einander gleich. 

Erſter Theil Vorausſetzung. 450) if 
ein Parallelogramm, d. h. 4B 1E CD, und ACH BD. 

Behauptung. ^ ABD E ACD. 

Be weis. Da Ap CD und von AD geſchnit⸗ 
ten werden, fo ift y — = als Wechſelswinkel (8.125. I)). 
Eben fo ifi, weil AC Tt BD und von AD geſchnit⸗ 
ten werden x = Hi und da die Seite AD ven beiden 


3 — 89 — 
Drelecken ABD, 400 gemein tjt, fo fi find dieſe Dreis 
ecke congruent ($..83). 

Zweiter Theil. Da 45D xx ABC (1. Ze, 
fo it 4B = CD; 4C — BD; 2 BO, und 
da auch y — E, unb x — u, fo ift (Grundſ. 7) 
Y == A oder C BAC = BDC; folglich 
find jede zwei gegenüber ſtehende Selten und Winkel 
einander gleich. 

f FS. 142. Zuſatz. 
Die zwiſchen zweien Parallelen 48, CD Fig. 77 
. enthaltenen Theile zweier audern Parallelen 40, BD, 
oder Parallele zwiſchen Parallelen find eivanz 
der gleich; denn ſie bilden mit j jenen eln Parallelogtamm 
ABCD. 

, $. 143. Zuſatz. : 
Da alle auf die eine oder andere von zwelen Ya: 
rallelen gefällte Perpendickel ebenfalls zu einander pas 
rallel find ($. 114), fo werden auch alle zwifchen den 
Parallelen AB, OD Fig. 78 liegenden Perpendickel ef, ch, 
kl, als Parallele zwiſchen Parallelen einander gleich 
ſeyn (S. 142). Parallellinien find alſo allen⸗ 
thalben gleich weit von einander entfernt. 

Betrachtet man in einem Parallelogramm 4 
Fig. 77 irgend eine Seite deſſelben, CD, als die 
Grundlinie (§. 43), fo. werden alle aus beliebigen 
Punkten der gegenüber ſtehenden Parallelen AB auf 
dieſe Grundlinie gefaͤllten Perpendickel, wie EZ eins 
ander gleich ſeyn. Jeder dieſer Perpendickel heißt die 
Höhe des Paraftelogtamm à in 1 auf 
die Baſis OD. 

§. 144. Lehrſatz. 
Wenn in einem, Vierecke ABOD Fir. 77 


x — 90 be 
jede smt gegenüber ſtehende RR oder 
jede zwei‘ gegenüber ſtehende Winkel einan⸗ 
der gleich find, ſo iſt es ein Parallelo⸗ 
gramm. 
Erſter Theil. Vokaus ſetzung. AB — CD. 
unb 40 — BD. 
Behbauptu n" g. ABCD ift x Parallelogr. 
Beweis. Man ziehe die Diagonale AD, fo ift 
in den Dreiecken D, ACD, Ah — CD, .AC 
= BD und AD beiden gemein; folglich (t ($.60) 
97 x u und / — z; folglich ift. C$. 114. J.) 40 
1t BD und AB H CD; folglich ift ABCD ein parate 
lelogramm (S. 140). : 
Zweiter Theil. SBoraus(egung, / CAB 
— BDC, / ACD= Z.ABD, 
Behauptung. ABCD iſt ein Parallelogr. 
Bewels. Da ABD = ACD, und CDB 
== CAB, fo it ABD ODE = ACD A CAB. 
Nun ift ($. 135) die Summe aller Winkel im Vierecke 
vier rechten gleich; folglich it 4% E — a R, 
und folglich (S. 113) AB H CD. 
Eben fo ift, weil auch 40 A CDB. — 2 R, 
AC 3t BD, und folglich 450 0 ein Patallelögramm 


($. 140). A 
$. 145. Lehrſatz. 

Wenn in einem Vierecke ABCD Fig. 77 
zwei Seiten AB, CD gleich unb parallel 
find, fo iſt es ein Parallelogramm. 

8 Aer? AB — CD, und AB t O. 

Behauptung. Das Viereck 450 ift ein 
Parallelogramm. 

Beweis... Man ziehe die Diagonale AD, ch fft, 


= ir 
wet 4B tt CD und von AD geschnitten Air 5 
(S. 125) C y = K. 

Da nun in den Dreſecken ABD, ACD. Se? 
AB = CD und AD beiden gemein ít, (o find fie 
congruent (F. 53), und /Z x = u, folglich (S. 114) , 
AC D BD, und folglich. it ABCD ein Mane 
gramm G. 140). 

K. 146. Leh rfag. 

Wenn in einem Parallelogramm ABCD 
Fig. 7. ein Winkel A ein rechter ift, fo ift. 
jeder der übrigen ebenfalls ein rechter, und 
alſo die Figur ein Rechteck. 

Vo rausſetzun 9. ABCD ijt ein Parallelogramm 
und CAB — RN. a 
Beha u pit uu g. 450 ) ifi ein Rechteck. 

Beweis. Da 4B H CD, fo ift (S. 125) 

4--GOGzaR Nun it 4 = N, folglich and) 
KR. Da aber (F. 14) 4 — D unb C — B, 

fo iſt auch D = H und B — AR, folglich 450 
ein Rechteck (F. 44). 


§. 147. Aufgabe. 

Wenn Fig. 77. zwei an einander gräns 
zende Seiten 40, en eines Parallelogr. 
nebft dem von ihnen einzuſchließenden Win⸗ 
kel C gegeben find, 82 Parallelogramm zu 
zeichnen. 

Auf Ee Aus v gegebenen Stüuͤcken bes 
ſchreibe man (F. 105) ein Dreieck 40; über 40 
beſchreibe man (H. 100) ein Dreieck 45D ſo, daß 
AB = CD und 50 — AC, ſo iſt ABCD. das 

verlangte Parallelogramm. 


D 
L 


> 92 — 


Beweis. Da AB — CD und AC= BD; 


ſo iſt (F. 149 ABCD ein Parallelogramm, welches. 


zugleich dle gegebenen Stuͤcke enthält. Lé 
Andere Auflöſung. Nachdem man auf den 
Schenkeln des Winkels 400 die Theile CA, CD 
den gegebenen Linien gleich abgeſchnitten hat, ziehe 
man (F. 115) durch A die Linie AB der CD parallel, 
und durch D die Linie DB der 40 parallel, fo wird 
DB, welche die eine der Parallelen OD ſchneidet, auch 
die andere AB in einem Punkte B ſchneiden ($. 127) 
und ABCD ift das verlangte Parallelogramm (S. 149). 


$. 148. Zuſatz. 

Um aus zweien gegebenen Linien 40, CD Fig. 7 
ein Rechteck zu befchreiben, worin diefe Linien an ein⸗ 
ander graͤnzend ſeyen, trage man dieſelben unter einem 
rechten Winkel C an einander, und verfahre im Uebri⸗ 
gen nach der Vorſchrift des F. 147, ſo iſt ABCD ein 


Parallelogramm ($. 140), worin alle Winkel techte 


find (S. 140), und folglich ein Rechteck (H. 44). 
Zwei den rechten Winkel einſchließende Seiten be⸗ 
ſtimnien alſo ein Rechteck, und man pflegt es daher 


nach dieſen zwei Seiten zu benennen. Auſtatt 450 


Fig. 7 kann man auch fagen: Ein Rechteck unter 
den Linien 40, CD. 


$. 149. Aufgabe. ! 
Auf eine gegebene begränzte gerade Li⸗ 
nie AB Fig. 79 ein Quadrat zu ſetzen. 


Auflöſung. Auf 4B errichte man in A einen 


? 


Perpendickel 40; ſchneide davon AD — AB ab, 


und ziehe durch D der AB die Paralleie DE, und 


"e 


e 


» . 


durch B der AD die Parallele BE, (o wird dieſe die 
DE in einem Punkte Z ſchneiden (S. 127 und ABED 
ift das verlangte Quadrat. 

Beweise“ Da 45 E ein Parallelogramm I 
($. 140) fo find (§. 141) die gegenüber ſtehenden Seiten 
einander gleich. Nun it 4B — AD, folglich ABED 
gleichſeitig; und da DAB ein rechter Winkel iſt, ſo 
ſind (§. 140) alle Winkel dieſer Figur rechte, und folge 
lich 45 D ein Quadrat (S. 44). i : 


$. 150, Le hrſatz. 

Wenn zwei gerade Linien ab, AF Fig. 79 
einander gleich find, fo müſſen auch ihre 
Quadrate abed, AFKG einander gleich feyn. 

Beweis. Man lege das Quadrat abed derge⸗ 
ſtalt auf AFKG, daß a auf , und die Linie ab auf 
AF zu liegen komme. Da ab — A, fo faͤllt b 
auf Z^ ($. 15); da ferner in beiden Figuren alle Winkel 
einander gleich find, fo fällt ad auf AG, be auf FK; 
da endlich ad = AG, be = FK, fo faͤllt d auf & 
und e auf K, folglich de auf EK und folglich. (ft 
abed. zz AFKG (. 14). Auf eine gegebene gerade 
Linie, ab, kann alſo nur ein Quabrat abed geſetzt 

werden. 7 
i $. 15t. . - 
Wenn zwei Linien AB, ab Fig, 79 ups 
gleich find, nehmlich 45 > ab, fv ift auch 
das Quadrat ABED der größern Linie AB 
großer als das Quadrat abechder kleinern ab. 

Beweis. Da AB = AD größer als ab fft, 
ſo ſchneide man von denſelben die Theile AP = A 
Ss ob ab und vollende (5, 249) das Quadrat AKG. 

i ` 


E 


— 94 BE 


Da ($.142) GK — AF, GL AB, unb 
AB 7» AF, fo i auch GL 7 GK; folglich fallt 
ber Punkt K innerhalb 45 ED, und es ift (Gruudſ. 3) 
ABED > AFKG. Nun if (F. 150) AFKG — 
. abed; folglich ift (Grundſ. 5) ABED Y abed. — 


$. 152. Zuſatz. 
Wenn zwei Quadrate einander gleich fi ind, fo mifs 
fer auch ihre Seiten gleich ſeyn. Denn wären ihre 
Seiten ungleich, ſo koͤnnten die Quadrate nicht gleich 


ſeyn (S. 151). 


Und wenn zwei Quadrate Pig. 79 ungleich find, 
fo muß auch die Seite AB des groͤßern Quadrats 
ABED größer als die des kleinern abed ſeyn. Denn 
wäre AB = ab, (o müßte auch ($. 150) ABED 
= abed ſeyn; und wäre AB < ab, fo wäre auch 
(F. 151) ABED < abed; beides gegen die li) 


ung. 

E $15». Zuſatz 

Da auf eine gerade Linie nur ein Quadrat geſetzt 
werden kann (F. 180), fo beuennt man auch wohl ein 
Quadrat nach einer ſeiner Seiten. So verſteht man 
unter dem Ausdruck: das Quadrat von 45 Fig. 
79, das auf die Linſe AB geſetzte Quadrat ABED, 
Ein Quadrat, deſſen Seite ZB iſt, bezeichnet man durch 
A5 q. oder C3 AB oder auch durch 45 2, und vers 
ſtehet unter jeder dieſer Bezeichnungen den Flaͤchen⸗ 
raum des auf die Linie AB geſetzten ee 


H. 154 Lehrſatz. 
Wenn zwei Parallelogramme ABCD; 
EBCF Fig, 80 guf einerfei Grundlinſe 20 


3 H 


5 Eeer 


und zwiſchen einerlei Parallelen 47, BO. 


liegen, fo find fie an $laheninhalt einan⸗ 
der glelch, wie verſchleden auch ihre Form 
ſeyn mag. ii 

Vorausſetzung. ABCD, EBCF find Paral⸗ 
lelogramme, auf der gemeinſchaftlichen Grundlinie 503 
die Seitenliulen dieſer Parallelogramme 54, BE, CD, 
CF endigen fi in AP; AF Nr BC. 

Behauptung. ABCD = EBCF, 


Bewels. Ruͤckſichtlich der Lage dieter Parallelo⸗ 8 


gramme zu einander find hierbei drei Faͤlle moͤglich. 
Es kann nehmlich 5 
1), Der Punkt E zwiſchen 4 und D fallen Fig. 86. 
2) aun der Punkt E in D liegen Fig. gr. 
3) Kann dleſer Punkt in der Verlängerung von AD 
liegen Fig. 82. SC 


Erſter Fall. Da AC, BF Fig. 80 Parallele: 


gramme find, fo ift ($. 141) BC — AD und auch 
BC cs EF; folglich (Grundſ. ) AD = EF, folg⸗ 


lich (Grundſ. 10) AE — DP. Da ferner ($. 141) 


* 


AB — CD und BE — CF, fo find die beiden Drei⸗ 
efe AEB, DF einander gleich (§. 60). Wird nun 
zu jedem derſelben das Trapezium 2500 bam gez 
ſetzt, fo iſt das Parallelogramm ABCD = EBC F, 
Zweiter Fall. Das Dreieck ADB Fig. gr (ft 


aus angeführten. Gründen dem Zeie EFC gleich; 


folglich, wenn zu jedem das Dreieck DBC hinzukommt. 
fo ift das Prgr. 4h = EBCH, 

Dritter Fall. Da Fig. 82 BO — AD und 
BC = EF (. 141), fo ift auch AD = EZ; und 
wenn DE hinzukommt, ik 4 — DF. Da ferner 
G. 14 4B = DO, EB = V, ſo iſt (S. 60) 


4 i Lom 
, 


— 96 5 — 


A AEB= A DCI^ Zieht man nun beiderſeits das 
Dreieck DGE ab, ſo bleibt das Trapez 40 — 
EGCF; und ſetzt man beiderſeits das Dreieck GC 
hinzu, ſo it ABCD = EBCH, ' 


§. 155. Leh rſatz, 
Parallelogramme 4BCD, EFGH Fig. 83 
auf gleichen Grundlinien BC, FG und zwi⸗ 
(den denſelben Parallelen BG, AH find ein: 
ander gleich. 
Borausſetzung 5 „1 Behauptung Baas 
Vorbereitung. Man ziehe AF, DG. : 
Beweis. Da BC — ZG und aud) ($. 141) 
BC = AD, fo ift (Grundſ. g) FG = A; unb 
da auch F Hr AD, fo ift (F. 145) ADFG cin 


Sparalfelog;àmnr Nun ſtehet ABCD mit AFGD auf 
einerlei Grun ine AD und zwiſchen einerlei Parallelen 


AH , BG; folglich iſt ($. 154, 4 D — AFGD, 
Aus gleichem Grunde it EFGH — AH; folge 


lich (t (Grundſ. 4) 4BCD — EFGH, 


$. 156. Zuſatz. : 

Paralleldgramme ABCD, EFGH Fig. 83 von 
gleichen Grundlinien BC, EG und gleichen Höhen 
IX, LM find einander gleich. Denn wenn ihre Grund⸗ 
linien in einerlei geraden Linie BG gebracht werden, 
(o werden K, L auf diefer ſenkrecht, und folglich 
parallel ſeyn (F. 113). Da aber auch IK — LM, 
(o wird ($. 145) eine durch J und L. gezogene Linie IL, 
der DG. parallel ſeyn. Folglich werden ($. 126) die 
durch J und L. gehenden Parallelen AD, E42 mit IL 
zuſammen fallen, und AZ wird eine einzige der BG 
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parallele gerade, Linie bilden. Folglich iſt C$. 155) 

ABCD = EFGH, ES? 
$. 157. Zuſatz. 2 

Man fann daher fehr leicht ein ſchiefwinklichtes 
Parallelogramm in ein Rechteck von gleichem Inhalte 
verwandeln, wenn man dle Grimdlinie des Parallelos 
gramms zur Grundlinie des Rechtecks, und die Hoͤhe 
des Parallelogramms zur Seitenlinſe des Rechtecks 
nimmt. 

$. 158. Lehrſatz. 

Wenn Dreiecke DBC, EBO Fig. 82 auf 
einerlei Grundlinie BC ſtehen, unb zwiſchen 
denſelben Parallelen DE, BC e ſo 
find fie einander gleich. 

Vorausſetzung Behauptung deed 

Vorbereitung. Man verlängere pu von beta 
den Seiten, ziehe durch B der CD die Linie AB 
parallel ($. 115), und durch C ber BE die Parallele 
CF, 

Beweis. Da A TT BC, fo find die Parallelo⸗ 
gramme 4BCD, EBV einander gleich ($. 154). 
Nun iſt ($. 141) A DBO. == 4 ABOD und A EBC 
— A EBCF; folglich iſt (Grundſ. 14) D =. 
EBC. : 

H. 159. Zuſatz. 

Auf eben die Art wird bewieſen, daß Drelecke auf 
gleichen Grundlinien und zwiſchen einerlei Parallelen, 
und uͤberhaupt alſo Dreiecke von einerlei oder gleichen 
Grundlinien und Höhen einander gleich fi d. 


§. 160. Aufgabe. 
Mehrere We ABC, DEF, er 85 
G 
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von gleichen Höhen a, Dd, Ge in ein 
einziges von derſelben Höhe zu verwandeln, 
welches jenen zuſammen genommmen gleich 


ey. 
: Auflöfung Auf einer beliebigen Linie LO 
ſchneide man LM — BC, MN — EF, NO — HI 
ab; errichte aus einem beliebigen Punkt p dieſer Linie 
einen Perpendickel pP ber gegebenen Hoͤhe Aa gleich, 
und ziehe PL, PN; fo it PLO das geſuchte Dreieck. 
Beweis. Man ziehe PM, PN, ſo iſt, weil 
LM = BC und Pp — Aa, das Dreieck PLM = 
ABC (. 159). Eben fo it A DEF = PMN, und 
APNO = GHI; folglich ift (Grundſ. 7) ABC + 
DEF ＋ GHI = PLM A PMN T PNO = 
PLO (Grundſ. 3). 78 


$. 161. Lehrſatz. ' 
Die beiden Diagonalen AD, BC eines 
jeden Parallelogramms ABCD Fig. 84 bat: 
biren einander, und zerlegen das Parallelos 
gramm in vier Dreiecke, von denen jede 
zwei einander entgegenſtehende congruent, 
alle aber an Flachen inhalt einander gleich 
ſind. 
Vorausſetzung Behauptung 
Beweis. Da 4B H CD, fo ift ($. 125. II.) 
£ BAD D Z ABE = ob; und da 
auch (F. 141) 45 — CD, ſo iſt (S. 83) A AER 
© CED; A = ED, BE = EO; folglich find 
beide Diagonalen halbirt. 
Auf gleiche Art wird bewieſen, daß A AEC = 


* 
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In den Dreleden AEC, AEB it CE es EB; 
und da fie den Scheitel A gemeinſchaftlich, alſo einer⸗ 
lei Höhe haben, fo ift (§. 159) A AEC — AEB. 

Nun war AEC= BED und AEB — CED; folg: 
Iich ſind alle vier Drelecke einander gleich. 


$. 162. Lehrſatz. 

Wenn gleiche Dreiecke ABC, DBC Fig. 86 
auf einerlei Grundlinie 50 und an einerlei 
Seite derſelben ſtehen, fo muß die Linie AD, 
welche die Scheitel der gegenüber ſtehenden 
Winkel verbindet, der Grundlinie BC pas 
rallel ſeyn. 

Voraus ſetzung . Behauptung 

Vorbereitung. Ware nicht AD dt BC, fo 
kann man doch ($. 11:5) durch & eine andere Linie 4 
der BO parallel führen, welche die BD in irgend 
einem Punkte 7 dieſſeits oder jenſeits der AD ſchnei⸗ 
den muß (F. 127). Man ziehe EC. 

Beweis. Da AE Tt BC, fo ift &. 158) AABC 
= EBOC, Nun iſt auch A ABC = DBO; folglich 
‚wäre (Grundſ. 4) EO — DBC, welches unmoglich 
ift (Grundſ. 3). Folglich kann die ber BC durch A. 
geführte Parallele, nur durch D gehen, und es ift alſo 
AD it BC. i 
A $.163 Zuſatz. 

Auf eben die Art wird bewieſen, daß gleiche Drei⸗ 
ecke auf gleichen in gerader Linie liegenden Grundlinſen 
und an einerlei Seite derſelben, auch zwiſchen einerlei 
Parallelen liegen muͤſſen. 

f §. 164. Lehrſatz. 
Wenn ein Parallelogramm ABCD und 
G 2 ' 
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eln Dreieck EBC Fig. 82 auf einerlei Grund⸗ 
Linie 30 und zwiſchen einerlei Parallelen 
BC, AE tiegen, fv ift das Parallelogramm 
doppelt ſo groß als das Dreleck. 

Vorausſetzungg . Behauptung 

Beweis. Zieht man CH Diagonale DB, (o D 
2 E A DBC = EBC. Nun ijt (S. 141) ABCD 
^: 2. A DC; folglich ift auch 4800 = 
1. EBC, ii 

$. 165. Aufgabe. 

Ein gegebenes Dreieck ABC Fig. 87 in 
ein Parallelogramm von gleichem Inhalte 
zu verwandeln, welches einen gegebenen 
Winkel D enthalten (ott, 

Auflöfung Man halbire (F. 64) BC. in E; 
lege (F. og) an CE in E einen Winkel CEF an, wel⸗ 
cher dem gegebenen Winkel D gleich iſt; durch A ziehe 
man ($. 115) die Linie AH der BC parallel, und 
durch C die CG der ZE parallel: fo ijt FECG das 
verlangte Parallelogramm. 

Beweis. Zieht man AE, fo find die Dreiecke 
ABE, AEO, welche gleiche Grundlinien BE, EC 
und einerlei Höhe haben, einander gleich ($. 159). 
Folglich ift A ABC — 2. AEC. Nun ift (S. 164) 
FECG 2. AEC; folglich ift (Grundf, 4) FEOG 
= ABC; unb da Z FEC = — D, ſo iſt FECG. das 
verlangte Parallelogramm. s 

$. 166. Zu ſatz. 

Iſt der gegebene Winkel ein rechter, ſo wird FROG 
ein Rechteck ſeyn (H. 146), Man kann alſo nach dem 
in $. 165 vorgeſchriebenen Verfahren ein Dreieck in ein N 
Rechteck von gleichem Inhalte verwandeln. 


lo = 


$. 167. Lehr ſatz. a 

Wenn durch einen Punkt. K ber Diago⸗ 
nale AD eines Parallelogramms 405 Fig, 
88 den Seitenlinien AB, 40 die Purallelen. 
E, GH geführt werden, nehmlich EY AB 
und GH Hr 4€, fo find die Ergaͤnzungen 
,BK, KC, deh. diejenigen Parallelogramme, 
durch welche die Diagonale nicht geht, eins 
ander gleich. x 

fRorau$fegung., ... Behauptung 

Beweis. Da ABCD ein Parallelogramm iſt, 
fo ift (§. 14 KD — ABD. Da ferner ($:140) 
EH. ein Parallelogramm, ſo iſt (F. 141) AAEK — 
AKH; folglich ift (Grundſ. 10) ADC — AEK — 
ABD — AHK, oder Trapez. ER DO z— Trapez. 
 KHBD. 

Da ferner ($141) A, KDG — KDF, fo ift auch 

(Grundſ. 10 EKDC — KDG = KHBD — ND 
oder BK = KC, 


$. 168. Aufgabe. 

Ein Parallelogramm zu beſchreiben, 
welches dem gegebenen Dreiecke C Fig. 89 an 
Flaͤcheninhalt gleich (ep, welches ferner ei⸗ 
nen gegebenen Winkel x enthalte, und wor- 
in eine Sefte der gegebenen Linie MN glei. - 
ſe y. 

Auflöfung. Man beſchreibe (F. 165). ein dem 
Dreiecke O gleiches Parallelogramm ARBED, welches 
einen Winkel ADE — x enthält; verlängere AD bis 
DF — MN; ziehe (§. 115) durch Z^ ber AB cine 
Parallele und verlaͤngere BE bis fie dieſe Parallele in 


— 102 — 


G ſchneldet; ziehe die Diagonale FE; fo wird dleſe, 
welche die Linie FG ſchneidet, auch die ihr Parallele 
AB in irgend einem Punkte H ſchneiden. Durch H 
ziehe man der AP eine Parallele, und verlängere DE, 
FG bis fie dieſe Parallele in unb K ſchneiden: fo 
wird EG KI das verlangte Parallelogramm ſeyn. 

Beweis. Da (§. 140) AFHK ein Parallelo⸗ 
gramm iſt, und FA feine Diagonale, fo ift ($. 167) 
das Parallelogramm AE — EK. Nun it AE — 
A C; folglich iſt auch EK — A C. 

Da ferner ($. 129) ZZ. ADE = EGK, aber 
C ADE = x, ſo ift auch EGK — x, 

Da endlich (F. 131) DF = EG, abet DP — 
DIN, fo ift auch EG. — MN; folglich ift EK das 
verlangte Parallelogramm. f 


$. 169. Zuſatz. 


Hlernach laͤßt Ph febr leicht ein Rechteck beſchrel⸗ 
ben, welches einem gegebenen Dreleck au Flächeninhalt 
gleich iſt, und welches eine Seite von einer gegebenen 
Laͤnge hat. Denn man braucht hierzu nur in der Auf⸗ 
löſung des vorigen $. den gegebenen Winkel x einem 
rechten gleich anzunehmen. 


' $. 170. Aufgabe, 

Eine jede geradlinigte Figur 450 DE 
Fig. go in eine andere von gleichem Inhalte 
zu verwandeln, welche eine Seite weniger 
als die gegebene habe. 

Aufidfung Man ziehe BE und durch 4 der 
BE eine Parallele ($. 115), (o wird biefe (S. 127) die 
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verlängerte DE in F ſchneiden. Man ziehe nun B, 
fo ift BYD die verlangte Figur. : 
Beweis. Da ER it AF, fo ift ($ 158) 
A ABE = FBE, weil beide zugleich auf einerlei 
Grundlinie BE ſtehen; folglich, wenn zu beiden Geis: 
ten 50 E hinzukommt., AE — BCDF, einer 
Figur, welche eine Seite weniger als die gegebene hat. 


$. 171. Zuſatz. 


Da man dieſe Figur wiederum in eine andere, 
welche eine Seite weniger hat, verwandeln kann, fo 
laßt fid) jedes Vleleck in ein Dreieck von gleichem In⸗ 
halte verwandeln. 


$. 172. Zuſatz 2. 
: Daher laßt fid). auch ein jedes Vieleck in ip Paz 
rallelogramm unter einem gegebenen Winkel und einer 
gegebenen Seite, alſo auch in ein Rechteck unter einer 
gegebenen Seite verwandeln ($$. 168 und 169). 


$. 173. Zuſatz 3. : 
Das Verfahren des F. 170. bleibt ungednbert , 
wenn auch die gegebene Figur einen einwaͤrts gehenden 
Winkel wie CDE Fig. 75 hat. Man verbindet nehme 
lich C mit E, durch die Linie CE führt dieſer durch 
JD eine Parallele, weiche in dieſem Falle die Linle FE 
ſelbſt, und nicht ihre Verlängerung, in Z7 ſchneidet; 
wird ſodann CH gezogen, fo. iſt ABCHFE die vers 
langte Figur. Denn es iſt (F. 158) A DCE — 
HCE ; folglich ABCEFG — DCE = ABCEFG — 
Hoek oder ABODEFG — ABCHEG. 
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«c ves 174. Lehrſatz. : : 
Wenn man auf alle drei Seiten irgend 
eines rechtwinklichten Dreiecks ABC Fig. 92 
Quadrate beſchreibt (F. 149), fo iſt das Qua⸗ 
drat auf der Hypothenuſe BC der Summe 
der beiden Quadrate auf den Katheten AB, 
4C gleich. Es ift nehmlich BE BG-|- CH, 

Voraus ſetzung Behauptung 

Vorbereitung. Durch A führe man (S. 115) 
bie Linie AL der BD parallel, welche BE in zwei 
Theile BE, L zerlegt, und ziehe AD, FO, AE, BK, 

Könnte man nun darthun, daß BL = BG und 
CL — CA, fo wäre auch (Grundſ. 7) BL LCE 
= BG -L-CH oder BE= BG CA, v, i. BC q. 
= Aq. ＋ Ag. a 

Beweis. Da BG, CH Quadrate find, fo find 
(F. 44) BAG, CAH rechte Winkel, folglich iſt BAG 
＋ BAC — R BAC + Cal; folglich liegt 
ſowohl CA mit 4 als auch BA mit AH iu eiuer⸗ 
lei geraden Linſe (H. 72). 

Da (F. 44) C. FBA — R — CBD, fo ift, 
wenn ABC zu beiden hinzukommt, FBA ＋ ABC 
== ABC -+ CBD oder C FBC — ABD, Ferner 
ift in den Drelecken TBO, ABD, FB = AB und 
BC — BD ($.44); folglich ift ($. 53) A BO — 
ABD. Nun fleet das Dreieck FBC mit ABEG 
auf einerlei Grundlinie Y unb zwiſchen denſelben Pa⸗ 
rallelen FB, GC und es ift daher ($, 164) ABFG 
2 HC. Aus gleichem Grunde it DDLM 
2 A AD, weil. fie auf einerlei Grundlinie BD 
und zwiſchen denſelben Parallelen BD, AL ſtehen; 
folglich ift (Grundſ. 12) ABFG — BDLM. 
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Auf gleiche Art wird bewieſen, daß A ACH e 

BCK, und daß daher ACKH — CELM; folglich 

ift (Grundſ. 7) BG CI DM ME — BEq 
oder A A = BO f 


Anmerkung. Dieſer für die Mathematik aͤußerſt 
fruchtbare Satz heſßt der Magiſter Matheſeos oder 
auch der Pythagoraiſche Lehrſatz von feinem Exfin⸗ 
der Pythagoras, der deshalb ein Opfer gebracht haben 
fot, Man kaun ihn auf vielerlei Art bemeifen; ſchwerlich 
aber duͤrſte fid) ein einfacherer Beweis finden laſſen, als 
der hier gegebene Euklidelſche. P 1 


U 
$. 175. Zuſatz. e 
Wenn vom Quadrate der Hypothenuſe elnes recht 

winklichten Dreiecks das Quadrar einer Kathete abge⸗ 
zogen wird, ſo bleibt das Quadrat der andern Kathete 
übrig. Denn aus 4Bq + ACg = 0 folgt, 
wenn beiderſeits 40 q abgezogen wird, ` AN 4 — 
50 — 40 und wenn man beiderſeits ABq abs 
zieht, 40% = BCq — ABq (Gruudſ. 10). 

$. 176. Zuſatz. 

Wenn in zweien rechtwinklichten Drefeden ABC, 
abc Fig. 91 die Hypothenuſen AC, ac einander gleich 
find, aber die eine Kathete 4.5 des einen größer als 
eine Kathete ab desggandern ift, fo muß die zweite 
Kathete BE des erſten kleiner als die zweite Kathete bo 
des andern ſeyn. Denn da AC = ac, ſo iſt auch 
($. 150) 40% — acq; und da AB > ab, fo ift 
auch (§. 151) 4B Y ab q; folglich ift (Grundſ. 10) 
ACg— ABg acq — ab q. Nun if ($ 175) 
504 zs 404g — ABq unb bog = aeq — abqi 
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folglich ift 80 T bog und folglich (d, 152) BC 


Dee 
; 177. Lehrſatz. \ 
Wenn in éiaem Dreiecke ABC Fig. 93 das 
Quadrat der einen Seite BC der Summe 
der Quadrate der beiden ubrigen Seiten 
AB , 40 gleich ift, fo ift der der erſten Seite 
gegenüber ſtehende Winkel A ein rechter, 
Voraus ſet zung. Behauptung 
Vorbereitung. Auf 40 errichte man (S. 66) 
in 4 einen Perpendickel AD — Az, und ziehe CD. 
Bewels. Da AB = AD und daher (F. 150) 
== ADq, ſo iſt auch (Grundſ. 7) ABg + 
AC = ADꝗ AO. Nun iſt nach der Ver⸗ 
aus ſetzung ABg AC = BCq und im dem bei 
A rechtwinklichten Dreiecke DAC. ift ($. 174) 404 
＋ 404 = CDg; folglich it BCq = CH nnd 
folglich (§. 152) BC = CD. Da nun auch AB 
AD und AC den beiden Dreiecken BAC, DAC ges 
mein, fo ift ($. 60) Z7 BA. = DAC; da aber 
-DAC ss A, fo ift auch BAC — NR. 


$. 178. Aufgabe. ES 

Ein Quadrat zu beſchreiben, welches 
mehreren gegebenen Quadraten zufammen 
gleich ſey. 7 NET 

Quftó(ung und Beweis. Es ſeyen AB, 40 
. CD Fig. 94 die Seiten der gegebenen Quadrate. Man 
ſetze AB, 40 ſenkrecht auf einander und ziehe CB. 
(o ift (H. 174 4B ＋ AC — CU. T 

Man fee ferner CD ſeukrecht auf CB, und ziehe 
DB, (o iſt (§. 174) f 
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: DRA OD A CB: 
oder wenn wir ſtatt CB 4 den eben gefundenen Werth 
ſetzen DBA CD CAq + ABq; 
folglich it DB die Seite des geſuchten Quadrats, 
welches fich nach $. 149 confiruiren läßt. 
Eben fo verfaͤhrt man, wenn mehr als drei Quas. 
drate gegeben find. 


$. 179. Zuſatz. 

Da das Verfahren des vorigen F. ungeändert 
bleibt, die Linien 4, 40, CD, und daher auch 
ihre Quadrate mögen gleich oder ungleich ſeyn, ſo kann 
man auch die Seite eines Quadrats finden, welches 
das Doppelte, Dreifache, Vierfache ꝛc. eines andern 
ift. Hierbei laͤßt fid) jedoch folgendes: abgekuͤrzte Ver⸗ 
fahren anwenden. Es ſey 50 Fig. 95 das gege⸗ 
bene Quadrat. Man errichte auf AB den Perpendickel 
All, ſchneide davon 4 1 — AB ab und ziehe Bi 
fo ift (S. 174) B1q — ABg + Aıg — 2 ABq, 
Man trage dann Br aus A nad) 2 und ziehe Ba, 
ſo iſt 82g — 42q + 439 Bro ABg 
— 24Bq-F4Bq-34Bq. Man trage ferner 
B2 aus A nach 3; trage B3 aus A nach 4 und 
fahre auf dieſe Art fort: fo werden 42, Az, 44, 
JS die Seiten eines Quadrats geben, welches 2, 
3, 4, 5 x. mahl fo groß als das Quadrat 450 ift. 


$. 180. Aufgabe 
Ein Quadrat zu beſchreiben, welches 
der Differenz zweier gegebenen Quadrate 
gleich ſey. x 
Aufiöfung. Es (cm AB, CD Fig. 96 die 
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Seiten der gegebenen Quabrate. Von AB ſchnelde 
man BE — CD ab und errichte aus E auf AB einen 
unbegranzten Perpendſckel EF. Aus B beſchreibe man 

mit dem Halbmeſſer BA einen Kreis, fo muß dieſer 
($. 48) den Perpendickel Er in irgend einem Punkte 
G ſchneiden, und EG. ijt die Seite des geſuchten Dune 
drats. 

Beweis. Da (§. 36) BA — BG, fo tft auch 
($. 150) 4Bq = BGq. Nun iſt ($.175) GEN zs 
BGq = BH; folglich i auch GEq = 544 — 
5g. Da aber BE — CD und daher BEq = 
CDg: ſo ift 

N GEq AB CD. 


§. 181. Lehrſatz. 

Wenn eine gerade Linie AB Fig. 97 aus 
zweien Theilen 40, CB beſtehet, fo iſt das. 
Quadrat der ganzen Linie AB fo groß als 

die Summe der Quadrate ber einzelnen 
Theile 40, Ch nebſt zweien Rechtecken, 
deren jedes die Theile 40, CB zu an einan⸗ 
der liegenden Seiten hat. Es ift nehmlich ; 
AEN zz AC CBq 4-2. 4C . CB, 

Vorausſetzungg Behauptung 

Vorbereitung. Man beſchreibe von AB das 
Quadrat ADE (F. 149), ziehe die Diagonale BD; 
durch C führe man die CF der 4 parallel, und 
durch E ziehe man die HK der AB parallel. 

Beweis. Das Quadrat ABED wird hierdurch 
in vier Parallelogramme AG. OK, GE, HF je: 
legt, welche alle rechtwinklicht ſeyn muͤſſen, weil jedes 
derſelben einen rechten Winkel hat ($. 146). 
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Da AB= AD, fo ift (5. 55) C 4BD — 
ADB; nun iſt auch (§. 125. III) C CG = ADB 
folglich ift auch CBG = CG; folglich iſt (S. 58) 
CB — C6; und da (F. 141) CB = GK uud CG 
— BK, fo ift CK gleichſeitig und alſo (§. 44) CK 
das Quadrat von OB. 

Auf gleiche Art wird hewiefen, daß HF — HG a 
== 406 

Da 4G unter den an einander liegenden Seiten 
4, CG enthalten iſt, aber CG — CB, fo iſt auch 
AG. unter den Seiten 40, CB enthalten. Da aber 
(F. 167) 46 — GE, (o i A LGE zz, 
AO. CB. ? 

Nun 18 (Grundſ. 3) 4BDE — 4G + CR 
SEL FH; folglich ijt, wenn wir anſtatt eines 
jeden biefer Theile feinen Werth ſetzen 

ABq = 409 ＋ C2. 40. CB, 


$. 182. Zu ſatz. 
Hieraus folgt, daß in jedem Quadrate die um die 
Diagonale herum liegenden Parallelogramme auch. Qua: 


drate ſind. f 

: $. 183 Lehrſatz. 

Wenn eine Linie BE Fig. 98 dem Unter» 
ſchiede zweier andern Linien AB, AE gleich 
ift, fo ift das Quadrat der erſtern kleiner 
als die Summe der Quadrate beider letzter 
ren, und zwar um zwei Rechtecke, deren je: 
des unter beiden letzteren Linien enthalten 
if. Wenn nehmlich EB — AB A, (oif 
EB — ABq-- AEq 2. AB AF, 

fBorausfegung.... Behauptung" „„ 
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Vorbereitung. Auf An beſchreibe man (F. 140) 
das Quadrat 450; ziehe die Diagonale DB; durch 
E ziehe man EF TE AD, und durch E, worin dleſe 
die Diagonale trifft, ziehe man HI NH DO, verläns 
gere HI bis IK — HG und ziehe KLH AD. 

Beweis. Da IK — HG, fo ift (F. 156) JL 
— HE, Sun if (§. 182) HH das Quadrat von 
HG AE folglich ift auch TL = Aa. 

Da ferner ($. 167) .4G — FI, fo ift ACH 
HF = FI IL oder A = HK, alfo AH A 
EK 2. AF. 

Nun iſt EI — 40 J. IL — AF — FK; 
wo ($. 182) EI das Quadrat von ZB, 40 das Quas 
Drat von AB, 4L das Quadrat von AZ, unb AF das 
unter AD und AE oder unter AB und AZ enthal⸗ 
tene Rechteck vorſtellt; folglich iſt EB = Abq 
+ AE — 24 AB. AE, 


$. 184. Lehrſatz. 

Wenn eine gerade Linie AB Fig, 99 in einem 
Punkte Cin gleiche, bei D aber in ungleiche 
Theile getheilt iſt, ſo iſt das unter den un⸗ 
gleichen Stücken AD, DB enthaltene Recht⸗ 
eck nebſt dem Quadrate des zwiſchen den 
Theilpunkten liegenden Stücks CD bem Qua: 
drate der halben Linie CB gleich. Es iſt 
nehmlich AD. DB-+ CDq = BCq. 

Borausfegung.... VBehauprung.«». 

Vorbereitung. Man beſchreibe (F. 149) von 
CB das Quadrat CEB und ziehe deſſen Diagonale 
BE. Durch D ziehe man (F. 115) DE der CE paral⸗ 
jet ` durch JN, worin dieſe die Dlagonale trifft, ziehe 
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KÉ 


man KM der EF, und durch & der O die Linie 
AK parallel. , 

Bea Da (F. 167% CH = HF, fo dft, 
wenn D hinzukommt, CM = DF (Grundf. 7), 
Nun ift, weil 40 — CB, (. 156) AL — CM, 
folglich ift (Grundſ. 4) 4L = D; und wenn beider⸗ 
ſeits C/ hinzukommt, A = CH + DF; und 
wenn noch L hinzukommt. 


AH 4- LG — CH A DF A. Le ss CEFB 
: js (Grundſ. 3) 


Nun ift AH das unter AD und DIT, oder uns 
ter AD und DB enthaltene, Rechteck, well (F. 182) 
DH = DB; ferner iſt (F. 182) L das Quadrat 
von EG, alfo Cé 50) bem Quadrate von CD gleicdyz 
und CEFB iſt das Quadrat von CB; folglich ift 2 


AD . DEA CDq — CBq. 


F. 185. Zuſatz. 

Da Fig. 99 CBq = AD, DB ＋ CD; fe 
ift, wenn man beiberfeità CDq hinweg nimmt (Grunde 
ſatz 10) CBA — CDq = AD. DB. Nun ift 
AD = AC + CD, oder weil 40 — CB, AD = 
BC LO: wb BD — BC — CD. Folglich ift 
CBq — CDq = (BE + CD) (BO — CD). 
Die Differenz zweier Quadrate CF, LG Fig. 
99 (ft alſo einem Rechtecke AH gleich, deſſen 

eine Seite AD ber Summe ber Seiten BC 
＋ CD diefer Quadrate, und deſſen andere 
Seite DH der Differenz BC — CD der Geis 
sen eben diefer Quadrate gleich ift, 
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$. 186, Zuſatz. 


Da Fig.99 DH = DB, ſo ift AD Lon 
= A4D--DB = AB; und da auch CB - CE 
— CB -- CA - AB, und überdieß in jedem Pa- 
rallelogramm die ‚gegenüberftehenden Seiten einander 
gleich find (§. 141), fo wird das Rechteck AT mit 
dem Quadrat C gleichen Perimeter haben. Nun ijt 
BCq —.AH -- CDq ($.182). 

Wenn daher ein Quadrat und ein Recht- 
eck gleichen Umfang haben, ſo iſt der GE 
chen raum des Quadrats größer als der des 
Rechtecks, und zwawzum das Quadrat des 
Un terſchiedes CD dee Rechteck eine 
5 21.0, ur AD, DH, . 


d france $. e Zuſatz. 


Je weniger die Seiten eines Rechtecks von elnan⸗ 
der unterſchieden find, deſio weniger wird auch fein 
Flaͤcheninhalt von dem des Quadrats, welches mit ihm 
einerlei perimeter. hat, unterſchieden feyn. 

Wenn daher zwei Rechtecke gleichen es 
vimeter haben, fo ſchließt dasjenige einen 
größeren Ra um ein, deſſen Seiten weniger 
von einander unterſchieden fino, - 


SCH F. 188. Lehrſatz. 


Wenn in einem Dreiecke ABC Fig. 22 der 
Winkel B fpit iſt, fo ift das Quadrat der 
dieſem Winkel gegenüber liegenden Seite 


AC Heiner als die Summe der Quadrate der 
biefen Winkel einſchließenden Seiten AB, 
BC, und zwar e ifi dieſer Unterſchied doppelt 
fo groß als ein Rechteck, welches unter ire 
gend einer der den Winkel B einſchlleßen⸗ 
den Seiten, BC und der Linie BD enthalten 
iſt, welche zwiſchen dem Scheitel dieſes 
Winkels und dem Perpendickel AD liegt, 
welcher vom Scheitel des der Line BC ges 
genüber ſtehenden Winkels auf dieſe Linie 
gefällt wird. Es ift nehmlich 40% = Abg 
＋ BCq.—'2 . BD, BB. Vë 
Vorausſetzung „** Behauptung avr 
Beweis. Ruͤckſichtlich der Lage des Perpendik⸗ 
kels AD find hier zwei Fälle möglich. Er kann nehm⸗ 
lich entweder innerhalb des Dreiecks fallen, wie 450 
Pig. aa oder außerhalb deſſelben wie ABC Pig. 100. 
Erſter Fall. Im Dreiecke ABO Fig. 22 ift 
(F. 174) 40% — AD q DO. Nun ift (5.175) 
ADq = ABq BDꝗ; folglich Mt, wenn dieſer 
Werth ſtatt 40 geſetzt wird, 40 % = 4354 — 
BD q4- Dog. e | ; 
Da aber DO = BC — BD, und daher ($.183) 
Dog = BOg+ BDq a BC . BD, ſo ift 
4C q 23 ABq — BDq4- BCq 4- BDq — 
2BC,B 
‚oder, da — BDq und ＋ 50 einander aufheben 
A = ABg-+ BCq — 2. BC. BD. 
Zweiter Fall. Im Dreiecke ABO Fig. 100 ijt 
($. 1742) 4Cq = ADg CD g. Nun ift (F. 175) 
49 — ABq — BDq4; folglich ift 
AC = ABq — BDq -- CDq: 


d 
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Da aber OD = BD — BC und daher (. 183) 
CD = BDq ＋ O- 2. BD.-Bc, fo ift 
ACq = ABq — D DD 504 — 2 
BD. BO, oder 4Cq = ABq + 50 — 2 
BD EJ BC, 

F. 189. Lehrſatz. 

Wenn in einem Dreiecke ABO Fig. roo e in 
Winkel 405 ftumpfift, fo ift das Quadrat 
der dieſem Winkel gegenüber liegenden 
Seite AB größer als die Summe der Quas 
drate der dieſen Winkel einſchließenden Sei⸗ 
ten AC, CB; und zwar iff der Unterſchied, 
um welchen jenes Quadrat die Summe dies 
fer Quadrate übertrift, doppelt fo groß 
als ein Rechteck, welches unter irgend einer 
der den Winkel ACB einſchließenden Seiten 
BC, und der Linie OD enthalten ift, welche 
zwiſchen dem Scheitel dieſes Winkels und 
dem Perpendickel 40 liegt, welcher vom 
Scheitel des der Linie BC gegenüber ſtehen⸗ 
den Winkels auf dieſe Linie gefällt wird, 
Es ift nehmlich ABg — A404 ＋ BCg-+a, 
Bc . CD. 

Worausſetzungg. Behauptung 

Beweis. Im Drelecke 40 ift (F. 474) A5 9 
— ADq-+BDg. Nun itt BD — CD -- CB, 
und daher (S. 181) BDq CD CBA 
CD . CB; folglich ift 


ABq = AD DAT CAA. CD. CB, 


Da aber (17) 4Dq -- CDq = do, f$ 
it 459 = 40 C,. . CB. 
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§. 190. Zuſatz. 

Wenn in einem Dreiecke das Quadrat irgend eint 3 
Seite größer als die Summe der Quadrate der beiden 
übrigen Selten ift, fo iſt der dieſer Seite gegenuͤber 
ſtehende Winkel ein ſtumpfer, Wenn aber das Quas 
drat einer Seite kleiner als die Summe der Quadrate 
der beiden uͤbrigen Seiten iſt, ſo iſt der dieſer Seite 
gegenüber liegende Winkel ein. (piger. 

$. 191. Aufgabe. 

Es iſt ein Rechteck 4500 Fig. 101 gege⸗ 5 

benz man ſoll die Seite eines Quadrats fin»: 


den, welches mit dieſem Rechtecke gleichen. 


Flächen inhalt SE 

Aufisfung Man verlängere AD bis BE . 
BD; balbire AB in Z und beſchreibe aus V mit L. 
den Kreis AGE; verlaͤngere BD bis @: fo ift BG, 7 
die Seite des EN Quadrats. 

Beweis. Man ziehe FG, Da AE im Punkte E 
in gleiche, und in B ín ungleiche Theile getheilt ift, fo: 
Aft (F. 184) AB. BE + BFq = FEg; oder be: 
BE = BD und (F. 36) FE = FGr 

AB. BD ＋ BH = FG 
Nun iſt auch (5. 174) „ 
BGT BFq = Fog, 
dico. jd (rna. 4) 
. BD + BFq = BGq-- Bar 
und E man beiderſelts Do hinweg nimmt, ſo tft 
(Grundſ. 10) AB. BD — BGg; - 
folglich iſt 66 die Seite des gefuchten Quadrats. 


$. 192. Erklarung 
‚Eine Figur quadriren heißt ein Quadrat finden, 
$2. 
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welches eben fo viel Flaͤcheninhalt als die gegebene Fis 


gur habe. à; 
FS. 193. Zuſatz. 

Da man (F. 172) jede gegebene geradlinigte Figur 
in ein Rechteck verwandeln kann, und dieſes ſich wie— 
derum (F. 191) in ein Quadrat verwandeln laͤßt, fo 
laͤßt fid auch jede gegebene geradlinigte Figur quad: 
rireu. 


Zweiter Abſchnitt. 
Vom Kreife 


Ex ſt es Kapitel. 
Von den £inien beim Kreiſe. 


$. 194. Lehrſatz. 


Wan zwei Kreiſe 45D, abd Fig. 102 glei: 
che Halbmeſſer 40, ac haben, fo müſſen fie 
einander gleich ſeyn. 
Vorausſetzung .. Behauptung 
Vorbereitung. Man denke ſich den Kreis ach 
dergeſtalt auf ADB gelegt, daß der Mittelpunkt c 
des erſten auf den Mittelpunkt des andern au liegen 
komme. 
Beweis. Da 40 — ac, und daher (8. 36) 
jeder Abſtand des Punktes C pon ber Peripherie 48D 
jedem Abſtande des Punktes c von der Peripherie abd 
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gleich 19. fo werden (§. 15) alle Punkte der einen 

Peripherie auf die der andern fallen, Weide Kreiſe 

werden alſo einander decken, und folglich gleich ſeyn 

($. 14). | 
$. 195. Lehrſatz. 

Wenn zwei Kreiſe ABD, abd Fig, 103 un: 
gleiche Halbmeſſer 40, aC haben, fo iſt der⸗ 
jenige Kreis, ABD, größer, deſſen Halb: 
meſſer 40 größer iſt. 

Voraus ſetzung . Behauptung 

Vorbereitung. Man lege den Kreis abd der⸗ 
geſtalt auf 450, daß ihre beiden Mittelpunkte in C 
auf einander zu legen kommen. 

Bewels. Da Ca < CA, ſo liegt der Punkt a 
innerhalb des Kreiſes 45 0; und aus gleichem Grunde 
faͤlt jeder Punkt der Pheripherle abd. innerhalb ABD; 
die Fläche des Kreiſes abd ift alſo nur ein Thell von 
ABD, und folglich (Grundf. 3) ABD > abd. 


$. 196. Zuſatz. 

Wenn zwei Kreife einander gleich find, fo müſſen 
auch ihre Halbmeſſer gleich fepm. Denn wären dleſe 
ungleich, fo könnten die Kreife nicht gleich ſeyn (F. 193). 

Und wenn einer von zweien Kreiſen größer als der 
andere ift, fo hat der größere einen größern Halbmeſſer 
als der andere. Denn wäre der Halbmeſſer des erſten 
Kreiſes dem des andern gleich, fo müßten auch beide 
Kreiſe einander gleich ſeyn (§. 194)3 und ware der 
Halbmeſſer des erſten Kreiſes kleiner als der des que 
dern, fo müßte auch die Flache des erſtern kleiner als 
die des andern ſeyn (§. 193); beides gegen die er, 
aus ſetzung. 
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$. 197. Erklärung. 

Gleiche Kreiſe ſollen in der Folge diejenigen 
heißen, welche gleiche Halbmeſſer haben; ungleiche 
Kreiſe aber diejenigen, welche verſchiedene Halbmeſſer 


haben 
$. 198. Erklärung. 

Kreiſe 45 , abd Fig. 103 heißen concen: 
triſch, wenn fie aus einem und demſelben Mittels 
punkte C mit verſchiedenen Halbmeſſern CA, Ca be 
ſchrieben ſind. Excentriſche Kreiſe ſind ſolche, 
welche verſchledene Mittelpunkte haben, wie 45H, 
KLH Fig, 104. Ze ? 


§. 199. Erklärung. 

Kreiſe fchneiden einander, wenn die Pheri⸗ 

pherle des einen zum Thell innerbalb, und zum Theil 
außerhalb der Peripherie des andern faͤllt, wie abe, 
abg. Fig. III. 
Kreife berühren einander, wenn ihre Peri⸗ 
gherien irgendwo zuſammen ſtoßen, ohne einander zu 
ſchneiden. Sie berühren einander von innen, wenn 
die Pheripherie des einen Kreiſes ganz innerhalb der 
Peripherie des andern liegt, wie 48H, KLH Fig. 104. 
‚ Sie berühren einander von außen, wenn die ‚Pheris 
pherie des einen Kreiſes ganz außerhalb der Peripherie 
des andern liegt, wie ABA, FGH Fig, 104, 


$. 200, Lehr ſatz. 
Kreiſe, welche einander ſchneiben, Fön: 
nen nicht einerlei Mittelpunkt haben. 
Beweis. Könnten zwei. einander ſchueidende 
Kreife wle abe, abe Fig, 111 einerlei Mittelpunkt X 
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baben, fo wurde eine von dieſem gemeinſchaftlich en 
Mittelpunkte nach einem der Durcoſchulttspunkte, a ges 
zogene gerade ‚Linie Ka ihr gemeinſchaftlicher atf 
meſſer ſeyn. Beide Kreiſe haͤtten alſo einerlei Mittel⸗ 
punkt und einerlei Halbmeſſer. Sie muͤßten daher 
(. 194) ganz auf einander fallen, und koͤnnten alfo 
einander nicht ſchneiden, welches gegen die Voraus⸗ 
ſetzung fft. 
N F. 201. Zuſatz. 

Auf eben die Art beweiſet man, daß Kreiſe, welche 
einander von inwendig berühren, nicht einerlel Mittels 
punkt haben koͤnnen. } fi : 


$. 202. Lehrſatz. 
Concentriſche Kreiſe können keinen Punkt 
mit einander gemein haben, und al ſo weder 
‘einander fchneiden noch berühren. 

Beweis. Könnten die concentriſchen Kreiſe 48, 
abd Pig. 103 außer dem gemeinſchaftlichen Mittelpunkte 
noch einen Punkt gemein haben, fo würde dieſer in 
der Peripherie beider Seife liegen, und ein aus C 
nach dieſem Punkte gezogene gerade Linie wäre eln ge⸗ 
melnſchaftlicher Halbmeſſer beider Kreiſe. Sie müßten 
alſo (§. 194) ganz auf einander fallen, und wären nicht 
von eſnander unterſchieden. 


$. 203. Lehrſatz. 
Eine gerade Line fann einen Kreis nur 
in zwei Punkten ſchneiden. „= 
Erfter Fall. Gehet die gerade Linſe 4D 
Vig. 102 durch den Mittelpunkt O, fo kann fie mit dem 
Umkreiſe nur die beiden Durchſchnittspunkte A und D 
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gemein haben. Denn durchſchnitte fie ihn iu hy 
einem Punkte E, (o daß aud) E in des Kreſſes Peri⸗ 
pherie läge, fo wäre CE ein Halbmeſſer dieſes Kreiſes; 
und da es and) CA ift, fo wäre (§. 36) CE — CA, 
welches unmoͤglich (t (Grundſ. 3). 
Zweiter Fall. Ware es moͤglich, daß elne ats 
dere nicht durch den Mittelpunkt gehende gerade Linie 
den Umkreis in drei Punkten ſchnitte, fo müßten die 
aus dem Mittelpunkte nach dieſen drei Durchſchnitts⸗ 
punkten gezogenen geraden Linien, als Halbmeſſer eines 
und deſſelben Kreiſes einander gleich ſeyn. Man könnte 
alſo aus einem und demſelben Punkte nach ber ſchnei⸗ 
denden geraden Linie drei gleiche gerade Linien ziehen, 
welches unmöglich iſt (§. 95). ; | 


F. 204. Le hrſatz. f 

Wenn eine gerade Linie NL Fig. 102 die 
Peripherie eines Kreifes ſchneidet, (o tft 
jeder Punkt derſelben, welcher wie 6 zwi⸗ 
ſchen den beiden Durchſchnittspunkten Nu. X 
liegt, dem Mittelpunkte näher als ber Halbs 
meſſer beträgt, und der Theil NK liegt das 
ber gang lunerhalb des Kreiſes. Jeder Punkt 
derſelben aber, welcher wie L in der Ver⸗ 
laͤngerung von NK Liegt, bat eine größere 
Entfernung vom Mittelpunkre als der Halbe 
meſſer betragt, und die Verlängerungen 
der NK liegen daher außerhalb des Kreiſes. 

Beweis. Denkt man ſich aus dem Mittelpunkte 
C vie Halbmeſſer CN, CK, und auf NK die ſenk⸗ 
rechte CF gezogen; fo ift (§. 36, CN = CK, alfo 
ENK gleichſchenklicht, und der Perpendickel CY fallt 
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G. 81) zwiſchen N und K. Ferner it (§. 94) CF 
die kürzeſte nach NK gezogene Linie und CG < CK, 
Nun it ($.30 CK = CH, folglich it CG « CH; 
folglich liegt der Punkt G innerhalb des Kreiſes. 

Eben fo ift (§. 94) CL > CK; aber CK zs 
CM (. 36); folglich it OI, > CM, alſo liegt der 
Punkt L außerhalb des Kreiſes. i 


$, 205. Lehrſatz. 

Jeder Durchmeſſer ad Fig. xoa theilt die 
Peripherie und die Krelsfläche in zwei voͤl⸗ 
lig gleiche Theile. - 

Beweis. Da ad ganz innerhalb des Kreiſes 
liegt, fo theilt fie deſſen Flache in zwei Theile adea, 
adba. Denkt man ſich nun den einen Theil dergeſtalt 
auf den andern gelegt, daß der Punkt d des einen 
Theils auf dem Punkt d des andern, und da in der 
Richtung der da im andern Theile gelegt wird, und daß 
beide Theile nach einerlei Selte der da gekehrt find, 
fo muß auch (. 15) c auf e und a auf a fallen, Aber 
auch jeder Punkt des Bogens aed muß auf einen 
Punkt des Bogens abd, und daher der ganze Bogen 
aed auf abd. fallen, weil fonft nicht die Entfernungen 
aller Punkte dieſer Bogen vom Mittelpunkte o einander 
gleich ſeyn konnten. Diefe Bogen aed, abd werden 
daher (. 13) einander gleich ſeyn, und da die Gränzen 
der Flache adea auf die der Fläche abda fallen, fo 
decken beide Flächen einander und find alſo einander 

gleich (S. 14). ) 
$. 206. Erklarung. 


Eine Fläche afeda, welche Fig, 102 von dum 
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Durchmeſſer ad und ber halben Peripherie ned bes 
Hränzt wird, heißt ein Halbkreis. 

Eine Fläche Fed Fig. 102, welche von einer 
Sehne df und dem in den Punkten f, d Dë endigen⸗ 
den Bogen fed: begrángt wird, heißt ein Kreis ab⸗ 
ſchnitt oder Segment. Die Sehne fd (ft die Bas 
ſis des Abſchnitts. 5 

Jede von zweien Halbmeſſern, cd, cf und dem 
dazwiſchen líegenben Bogen fed Fig, 102 begraͤnzte 
Flaͤche cdefc heißt ein Kreis ausſchultt oder Ger: 
tor. 

$, 207. Lehrſatz. a 

Jede Sehne df Fig. 102 theilt den Kreis, 
fo wie die Peripherte in zwei ungleiche Theis 
le, von denen derjenige der größte ift, in 
welchem (id der Mittelpunkt c befinde. — 

Beweis. Man denke fid) durch den einen Ends 
punkt, d der Sehne einen Durchmeſſer dea gezogen, 
fo ift (§. 205) der Halbkreis abda — aeda; folglich 
fabdf > aeda; folglich um fo mehr fabdf > fedf. 

Eben fo wird bewieſen, daß der Bogen fabd grö⸗ 
ßer als fed iſt. f 

$. 208. Zu ſatz. 


Zu jeder Sehne fd Fig. 102 gehören alſo zwei 
auf ihr als Baſis ruhende Bogen fabd; fed und zwei 
Abſchnitte fabdf und fedf.. 


§. 209. Lehrſatz. 

L Wenn aus dem Mittelpunkte C eines 
Kreiſes ABE Fig. 105 auf irgend eine Sehne 
AB ein Perpendickel CD gefällt wird, fo 
halbirt biefer die Sehne im Punkte D, 
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If, Wird die Mitte der Sehne D mit 
bem Mittelpunkte durch eine gerade Linie 
CD. verbunden, (o ſtehet dieſe auf der Sehne 
4B (entredt. 

III. Wird aus ber Mitte D ber Sehne 
ein Perpendickel errichtet, fo muß diefer 
durch den Mittelpunkt des Kreiſes gehen. 

Beweis. Denkt man fid) aus dem Mittelpunkte 
nach A und B Halbmeſſer gezogen, fo ſind dieſe 
einander gleich, und es entſtehet ein gleichſchenklichtes 
Dreieck CAB, deſſen Baſis die Sehne AB ift, und 
worin C der Scheſtelpunkt des der Baſis gegenüber 
ſtehenden Winkels iſt. Es folgt alsdann die Wahrheit 
des erſten Theils dieſes Satzes aus F. 86; die des 
zweiten Theils aus $. 87, und die des dritten aus $. 88. 


$. 210. Lehr fat. 

Zwei in einem Kreiſe gezogene Sehnen 
AB, CD Fig. 106 können einander nicht wech: 
ſelſeitig halbiren. 

Beweis. Wäre es denkbar, daß beide Sehnen 
einander in einem Punkte E halbirten, fo wuͤrde 
(F. 209, II.) eine ans 7" nad) E gezogene gerade Linie 
FE auf EB ſenkrecht ſeyn. Aus gleichem Grunde 
‚müßte ZE auf ED ſenkrecht fern. Es find daher 
auch umgekehrt BE, DE auf EE ſenkrecht ($. 76); 
welches unmoͤglich ift (H. 82). 

Eben fo wenig koͤnnen ein Durchmeſſer und eine 
Sehne einander wechſelſeitig halbiren, 

$. 211. Aufgabe. 

Den Mittelpunkt eines gegebenen Krei⸗ 

(t$ 4BG Fig. 107 zu finden. 


' 
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Auflöſung und Beweis. Man ziehe beliebig 
eine Sehne AB, halbire fie (F. 64) in D, errichte ($.66) 
aus D auf AB einen Perpendickel und verlaͤngere ihn 
bis er von beiden Seiten die Peripherie in E und 7 
trift, fo muß dieſer (F. 209. III.) durch des Kreſſes 
Mittelpunkt gehen, alfo ET ein Duichmeſſer ſeyn, in 
deſſen Mitte der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes 
liegt. Halbirt man alfo EF in C (. 64) fo Ift dies 
ſer der geſuchte Mittelpunkt. e 


ö $. ala. Lehrſatz. 

Wenn zwei gerade Linien AB, BC Fig. 108 
u. 109 einander fchneiden, und man errichtet 
aus einem in jeder dieſer Linken beliebig 
genommenen Punkte E, Z' auf jeder derſel⸗ 
beu einen Perpendickel KL, HK, fd muͤſe⸗ 
fen dieſe Perpendidel verlängert einander 
ſchneiden. à ; M ee RA 

Beweis. Die eine der fchneidenden Linlen 4 
kann entweder dem Perpendickel HK auf der andern 
parallel ſeyn, oder nicht. | 

Erſter Fall. Es ſey Fig, 108 AB H Hk: 
fo muß ($.127) die Linie LK, welche die AB ſchnei⸗ 
det, auch bie ihr parallele ZZ K ſchneiden. 

Zweiter Fall. Es fep Fig. 109 nicht 4B 1t 
HK: fo muß AB, hinlänglich verlängert, bie KH 
in irgend einem Punkte M, unter irgend einem Winkel 
BM ſchneiden. Dieſer Winkel BF kann kein rech⸗ 
ter ſeyn, weil fonft im Dreſecke DEM zwei rechte 
Winkel, BMF, BFM wären, welches unmoͤglich ift 
($- 80). Er muß alſo ein ſchiefer ſeyn. Da mm 
KGB — R, fo ift entweder AGB KMB CAN, 
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oder KGB L KMB > 2 R. In jedem Falle mit 
fein alſo ($. 124) die von GM durchſchnittenen Linien 
"LK, HK einander an irgend einer Seite der GM 
ſchneiden. | nk: 
213. Auf gabe. BC 
.. Suid drei gegebene Punkte 4, B, G 
Fig.107, welche nicht in einerlei geraden 
Linie liegen, einen Kreis zu beſchrelbenz 
oder aus dem gegebenen Bogen 436 den 
Kreis zu vollenden. s 
—  SÜuftófung und Beweis. Man verbinde dieſe 
Punkte durch die geraden Linlen AB, BG; halbire die 
erſte in D und die andere in 77; errichte aus D auf 
AB den Perpendickel EE, und aus H auf BG den 
Perpendickel KK, fo werden dieſe Perpendickel einans 
der in einem Punkte C ſchneiden ($. 212); und da 
(F. 209. III.) in jedem dieſer Perpendickel der Mittels 
punkt des geſuchten Kreiſes befindlich ſeyn muß, fo 
wird C ber Mittelpunkt, und jede der Entfernungen C4, 
CB, CG der Halbmeſſer des gefuchten Kreiſes feyın. 
F. 214. Zuſatz. . 

Da die beiden Perpendickel EP, HK Fig. 107 
einander nur in einem Punkte C ſchnelden koͤnnen (S, 19) 
und hierdurch ſowohl der Mittelpunkt C als auch der 
Halbmeſſer CB beſtimmt wird, fo laͤßt ſich durch drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte nur ein einziger 
Kreis ziehen, und alle Kreiſe, deren Perlpherien drei 
Punkte gemeinſchaftlich haben, fallen zuſammen (F. 194). 

Durch drei Punkte a, b,.g Fig. 110, welche in 

gerader Linie liegen, laßt fid) kein Kreis beſchreiben, 
weil kein Punkt denkbar iſt, von welchem nach den 
Punkten a, 5, g der geraden Riníe ag drei gleiche 


: — 127 — 


Halbmeſſer gezogen werden konnten (§. 95). Dies 
zeigt auch die vorhergehende Conſtruction. Denn wenn 
man ab, bg in d und A halbirt, und die Perpendickel 
df, Ak errichtet, fo werden blefe, welche auf einer 
und derſelben geraden Linie ag ſenkrecht ſtehen, einan⸗ 
ber parallel ſeyn, weil fdh-+ bid — 2 R (H. 113). 
Beide Perpendickel werden alfo keinen Durchſchnitts⸗ 
punkt haben, welcher als Mittelpunkt des zu beſchreſs 
benden Kreiſes genommen werden koͤnnte. 


A. 215. Zuſatz. ; . 

Man kann daher auch ben Mittelpunkt eines gegen 
benen Kreiſes ABG Fig. 107 finden, wenn man zwei 
nicht parallele Sehnen BA, BG jiebt, dieſe ín D und 
H halbirt, und darauf die Perpendickel DP, HK 
errichtet, deren Durchſchnittspunkt C ber geſuchte Mit⸗ 
telpunkt ſeyn wird. : 
6$. 216, Lehrſatz. 

Zwei Kreiſe abe, abg Pig. om können 
einander nur in zweien Punkten ſchneiden, 
und die durch die Mittelpunkte beider Kreiſe 
gezogene gerade Linie cd gehet durch bie 
Mitte k der die durchſchnittspunkte a, 5 
verbindenden geraden Linie und ſtehet bars 
auf ſenkrecht. 

Beweis. Erſter Theil. Haͤtten zwei Kreiſe 
drei Punkte gemein, fo müßten fie zuſammen fallen 
($. 214) und koͤnnten nicht einander ſchneiden. 

Zweiter Theil. Durch beider Seife Mittel: - 
punkte ziehe man die gerade Linie cd und durch beide 
Durchſchnittspunkte die Linie ab. Ferner ziehe man 
die Halbmeſſer ca, eb, da, db. 


In den Drelecken acd, bed iſt (§. 36) ca — ch, 
da — db und cd beiden gemein: folglich iſt (§. 60) 

acd — bed, folglich wird im gleichſchenklichten 
Dreiecke cab die Grundlinie ab von cd ſenkrecht pala 
birt (S. 89). 


$. 217. Lehrſatz. 

Wenn die Peripherien zweier Kreife geb, 
abg Fig. 111 zwei Punkte a, b gemein haben, 
fo ſchneiden fie einander in bieten Punkten. 

Beweis. Da die Punkte &, b in den Periphe⸗ 
rien beider Kreiſe liegen, fo wird die fie verbindende 
gerade Linie ab eiue gemeinſchaftliche Sehne ſeyn (9:33) 
Halbirt man dieſe nun im Punkte E und errichtet dar⸗ 
auf den Perpendickel Yu, fo muß dieſer ($. 209. III.) 
durch die Mittelpunkte c, d beider reife gehen. Zieht 
man nun ca, cb, da, db, fo werden, da a auf der 
einen und b auf der andern Seite der cd liegt, Drei⸗ 
ecke acd, bed entſtehen, worin ($. 97) jede zwei Sei⸗ 
ten zuſammen größer als die dritte iub, und die aus c 
mit ca und aus d mit da beſchriebenen Kreiſe mëtteg 
alfo einander ſchneiden (§. 100). a 


F. 218. Zuſatze 
Kreiſe, welche einander innerhalb oder außerhalb 
berühren, können nur einen Punkt gemein haben. Denn 
ſobald ſie zwei Punkte gemein haben, muͤſſen f ie eins 
ander ſchneiden ($. 217), 


S. 219. Lehrſatz. 
Wenn zwei Kreiſe einander innerhalb 
oder außerhalb berühren, fo gehet die Lie 
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nie, welche beider Mittelpunkte verbindet 
durch den Berührungspunkt. Und wenn man 
von dem Mittelpunkte des einen Kreiſes 
nach dem gemeinſchaftlichen Berührungs⸗ 
punkt eine gerade Linie zieht, ſo gehet die ſe 
verlängert durch den Mittelpunkt des ans 
dern. 

Beweis. Erſten Theils erſter Fall. Die 
Kreiſe ABC, ADE Fig. 113 berühren einander inner⸗ 
halb im Punkte 4, 

Waren nun die Mittelpunkte dieſer beiden Kreiſe 
und G, fo daß die dieſe Punkte verbindende Linie 
FG verlängert nicht durch den Beruͤhrungspunkt 42 
gienge, ſo muͤßte ſie, da belde Kreiſe nur den Punkt 
gemein haben (8. 218), jeden dieſer reife in einem 
Punkte D, ZI ſchneiden. Man ziehe A, AG, 

Da F der Mittelpunkt des einen Kreifes iſt, fo 
it (. 36) Fl — EH. Nun it (F. 97) FA T 
GF + ; folglich ift auch K T FG + GA; 
oder, wenn man beiderfeitd Y hinweg nimmt (Grund⸗ 
ſatz 10) GH < GA; um fo mer iit (Grundſ. 6) 
GD « GA, Nun aber ift CG ber Mittelpunkt des 
Kreiſes 4E, und folglich (§. 36) 6 ss GA, 
welches dem vorigen widerſpricht. Demnach muß die 
die Mittelpunkte beider Kreiſe verbindende gerade Linie 
durch den Berührungspunkt gehen, M) 

Erſten Theils zweiter Fall. Die Kreife 
ABC, ADE Pig. 112 berühren einander außerhalb 
in einem Punkte 4. 5 f 

Wären nun die Mittelpunkte biefer Kreife Z^ und 
G, fo daß die fie verbindende Linie FG nicht durch 
den Berührungspunkt gienge, fo muß fie, da ($ 218) 

J 
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beide Kreife nur den einen Punkt 4 gemein haben, die 
Peripherien beider Kreife in zwei Punkten C, O ſchnei⸗ 
den (H. 46). Zieht man nun AG, A, fo entſteht 
ein Dreieck 4, worin (F. 97) AH ＋ 4G . 
Nun ift (H. 36) F — FC und GA—= CD, folge 
lich wäre FC ＋ GD > FG, weiches unmöglich iſt 
(Grundſ. 3). Demnach gehet die die Mittelpunkte beis 
der Kreife verbindende gerade Linie durch den Beruͤh⸗ 
rungspunkt. \ 

Zweiter Theil. Gienge die von - nach A 


gezogene gerade Linie ZLAK nicht durch des andern ; 


Kreiſes ADE Mittelpunkt, fo ſey ein anderer Punkt 
G fein Mittelpunke. Zieht man nun von E nach 1 
eine gerade Linie, (o muß dieſe durch den Veruͤhrungs⸗ 
punkt 4 gehen (erſter Theil). Nun gehet auch AK 
durch A. Folglich hatten die beiden geraden Linien 
HAK, HAG zwei Punkte /7 und A gemein, welches 
unmoͤglich (ft ($. 12). Demnach kann der Mittelpunkt 
des Kreiſes ADE nur in der verlängerten 1144 liegen. 


$. aao. Lehr ſatz. 
a Wenn die die Mittelpunkte ZZ, K zweier 
Kreiſe ABC, ADE Pig. 112 verbindende ge: 
rade Linie UK durch einen den Peripherien 
beider Kreiſe gemeinſchaftlichen Punkt A 
gehet, ſo muͤſſen beide Kreiſe einander in 
dieſem Punkte berühren. 

Beweis, Wenn diefe Kreife einauder nicht berührs 
ten, fo müßten fie einander fehneiden, und die gerade Linie 
HK, welche beider Kreiſe Mittelpunkte verbindet, müßte 
(H. ale) durch die Mitte ber die beiden Durchſchnitts⸗ 
punkte verbindenden geraden Linſe, und alſo durch kei⸗ 


H v E rer 


nen den Peripherlen beider Kreiſe gemeinſchaftlichen 
Punkt gehen, welches gegen die Vorausſetzung iſt; 
folglich müffen beide Seife einander im gemeinſchaftll⸗ 
chen Punkte berühren, 


F. 221. Aufgabe. 

Es find zwei Punkte H, K Fig. 112 ges 
geben. Man ſoll aus ihnen zwei Kreiſe 
beſchreiben, welche einander von außen 
oder innen berühren. —..- i 

Aufloͤſung und Beweis. Erſter Theil. 
Man verbinde ZZ und X durch eine gerade Linie ZZK , 
nehme auf ihr emen beliebigen Punkt 4 an und be⸗ 
ſchreibe aus N mit A den Kreis ABC und aus K 
mit AA den Kreis 40 E, fo werden dieſe beiden 
Kreiſe einander in A berühren, weil die ihre Mittel⸗ 
punkte verbindende Linie durch einen ihren Perſpherien 
gemelnſchaftlichen Punkt 4 gehet (F. 220), und zwar 
von außen, weil ſonſt auch der Mittelpunkt des Kreis 
ſes 4 E innerhalb des Kreiſes ABC fallen muͤßte 
(F. 199). 5 

Zweiter Theil. Man ziehe KIT, verlaͤngere 
fie nach irgend einer Seite, nehme auf der Verlange⸗ 
rung einen beliebigen Punkt L an und beſchrelbe aus 
Amit HI den Kreis ABC und aus K mit XL den 
Kreis MI. V, fo werden (H. 220) beide Kreiſe einander 
in L berühren, und zwar von innen, weil ſonſt der 
Mittelpunkt H des Kreiſes ABC außerhalb des Kreiſes 
MLN liegen müßte ($, 199). 


g. aaa Lehrſatz. 
Wenn von einem Punkte C innerhalb 
J a 
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eines Kreiſes ABF Fig. 107 mehr als zwei 
gleiche gerade Linien CA, CB, CG nach des 
Kreiſes Umfang gezogen werden können, fo 
iſt es der Mittelpunkt des Kreiſes. Ki 

Vorbereitung. Man ziehe AB, BG; Dot 
bire fie in D und 725 ziehe CD, CH und verlängere 
fie von beiden Seiten bis E, F, K, I. 

Beweis. In den Dreiecken 40, BCD ift 
nach der Voraussetzung CA == CB, ferner A — DB 
und CD beiden gemein: folglich iſt (§. 60) CDA = 
'CDB=R (S. 27); folglich gehet EF durch ben 

Mittelpunkt des Kreiſes (§. 209 III). Aus gleichem 
Grunde muß auch der Mittelpunkt in KL liegen. Da 
nun die beiden Linken E, KL nur den Punkt C 
gemein haben fónnen (§. 12), fo ift dieſer des Kreifes 
Mittelpunkt. 


§. 223. Lehrſatz. i 
In jedem Krelſe 4500 Fig. 114 iſt ber 
Durchmeſſer AD die größte Linie. Unter 
den übrigen ift jede dem Mittelpunkte nd» 
here BC größer als die entferntere ZG, und 
umgekehrt ift von zweien in einem Kreiſe 
gezogenen Sehnen BC, FG die größere PO 
bem Mittelpunkte näher als die kleinere FG, 
Vorbereitung. Aus dem Mittelpunkte E falle 
man auf BC, ZG die Perpendickel ED, EK und 
ziehe EB, EC, EF. | er 
Beweis. Erſter Theil. Da (§. 360 AE 2 
EB und ED = EC, fo ig AE 4- ED = EB 
＋ EO, oder 4D — BEL EC. Nun iſt (F. 97) 
BE EC > BC; fogli iff auch 4D' & BC, 


s m dia es 


en der Durchmeſſer die größte im Kreiſe gezogene 
ier... 2 . 
weiter Theil. Vorausſetzung. BO if 
dem Mittelpunkte näher als ZG oder die Entfernung 
E , 
Behauptung. 5C FG. 

In ben rechtwinklichten Drelecken BEH, FER 
find die Hypothenuſen EB, EF einander gleich (8.30), 
aber die eine Kathete EA Heiner als ER, folglich if 
($.176) BH > FK. Nun ift (F. 209) BC — 2 BH 
unb FG = 2FK; folglich ift (Grundſ. 13) BC . 

Dritter Theil. Vorausſetzung. Die Sehne 
BC N FG. 

Behauptung. Die Entfernung der erſterg 
vom Mittelpunkte ED < EK. e 

Da BC & Fi, und ($.209) BH=4BC, 
FK =; fo ift auch BA > FK, Nun find 
in den rechtwinklichten Dreiecken BEH, FEN bie 
Hypothenuſen BE, FE einander gleich ($. 36); folge 
lich muß ($.176) die zweite Kathete EA des erſten 
kleiner als die zwelte Kathete EK des andern ſeyn. 


H. 224. Zuſatz. 


Wenn in einem Kreiſe zwei Sehnen einander gleich 
find, fo find fie gleich weit vom Mittelpunkte entfernt. 
Denn wären diefe Entfernungen vom Mittelpunkte 
ungleich, ſo könnten die Sehnen nicht gleich ſeyn 
($.223. ID. Und umgekehrt find in jedem reife gleich 
weit vom Mittelpunkte entfernte Sehnen einander gleich, 
Denn wären fie ungleich, fo konnten fie keine gleiche 
Eutfernung vom Mittelpunkte haben (S. 223- un, 
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§. 225. Erklärung. 

Eine gerade Linie, welche wie gr Fig, 111 an 
den Kreis irgendwo in g anſtoͤßt, ohne von feinem 
Umfange etwas hinweg zu nehmen, ſo weit man ſie 
auch von beiden Sciten verlängern mag, heißt eine 
Beruhruugslinie ober Tangente des Kreiſes. 
Jede andere Linie, welche wie m durch den Kreis 
gehet, heißt eine Schneidende oder Secante des 
Kreiſes. 


) $. 226. Lehr ſatz. 

Wenn man auf eines Kreifes Halbmefs 
fer dg Fig. 111 in deſſen Endpunkt g einen 
Perpendickel eg errichtet, (o if diefer eine 
Tangente des Kreiſes und fällt ganz außer⸗ 
halb deſſelben. Jede andere durch g gezo= 
gene gerade Linie aber, welche mie gl mit 
dem Halbmeſſer de einen ſpitzen Winkel 
bildet, ſchneidet den Kreis auf dieſer Seite. 

Bewels. Erſter Theil. Man nehme auf qr 
einen Punkt p noch fo nahe an g nnb ziehe dp, welche 
die Peripherie des Kreifes in irgend einem Punkte o 
trifft: ſo It doch ($. 94) der Perpendickel dg T dp. 
Nun ift ($. 36) de — do; folglich iſt do D dy. 
Alſo liegt jeder Punkt wie p, und folglich die ganze 
Linie qr außerhalb des Kreiſes, und ift alſo eine Tan⸗ 
gente deſſelben ($. 225). a 

Zweiter Theil. Aus d falle man auf g“ den 
Perpendickel dn, fo fällt dieſer ($. 81) auf ble Seite 
des ſpitzen Winkels dei. und es ift (g. 94) dn « dg. 
Nun iſt ($, 36) de — do, folglich ift an < do, Es 
liegt alſo der Punkt u innerhalb des Kreſſes, und die 
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durch n gehende Linie 31 muß ben. Kreis in zwei Punks 
ten ſchneiden (§. 46). 

\ $. aa. Zuſatz. 

Wenn eine gerade Linie gr Fig. 11T einen 
Kreis in einem Punkte g berührt, fo muß der aus 
dem Mittelpunkte d nach dem Beruͤhrungspunkte g 
gezogene Halbmeſſer auf der Tangente ſenkrecht ſeyn. 
Denn ſtande er nicht, darauf ſenkrecht, fo daß dëg 
kein rechter Winkel waͤre, ſo muͤßte er entweder eln 
ſpitzer oder ein ſtumpfer ſeyn. Im erſten Falle müßte 
(F. 226, IL.) die Linie qr. den Kreis auf der Seite des 
Winkels deg ſchneiden; und im zweiten Falle wäre 
der ein (piger Winkel, und die Linie gr müßte, den 
Kreis auf der Seite dieſes Winkels ſchneiden, unv — 
konnte alſo keine Tangente deſſelben ſeyn. s 


F. Zag. Zu ſatz. 

Wenn man auf der Beruͤhrungslinie qr. Fig. 111 
aus dem Beruͤhrungspunkt g einen Perpendickel ed 
errichtet, fo muß er durch den Mittelpunkt des Kreiſes 
gehen. Denn laͤge der Mittelpunkt nicht in diefem 
Perpendickel, fo: fep es irgend ein anderer Punkt fr 
Zieht man nun aus dem Mittelpunkt f. nach dem Bes 
rührungspunkte € eine gerade Linie, ſo iſt (S. 227) JE 
auf gr ſenkrecht. Nun foll auch gd auf qr ſenkrecht 
ſeyn, welches unmöglich (ft ($. 82). Folglich kann der 
Mittelpunkt nur in der Linie gd. egen, 


§. 229. Aufgabe. E 
Aus einem in der Peripherie eines Krei⸗ 
(c? gegebenen Punkte g Fig. 113 demſelben 
tine Tangente zu ziehen. 
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Auflöſung und Beweis. Aus dem Mittels 
punkte d ziehe man nach dem gegebenen Punkte eine 
gerade Linie gd, und errichte darauf aus g den 
Perpendickel qr, fo ift dieſer (F. 226) dle verlangte 


Tangente. 
$. 230. 3ufaf. 

Wenn zwei Kreiſe AB, KLH oder ABH, 
FGH Fig. 104 einander im Punkte Z7 berühren, (o 
haben ſie in dieſem Punkte eine gemeinfchaftliche Tan⸗ 
gente. Denn führt man (F. 220) dem Kreiſe 45 
durch den Punkt 77 eine Tangente AN. ſo iſt dieſe 
auch auf dem Halbmeſſer des andern Krelſes ſenkrecht 
(Ss. 219. 220), und folglich eine Tangente deſſelben 
(H. 226). | 
Und wenn zwei Kreife im Punkte ZZ eine gemein⸗ 
ſchaftliche Tangente MN haben, fo berühren fie einan⸗ 
der in dieſem Punkte. Denn ein aus 77 auf ber or: 
meinſchaftlichen Tangente errichteter Perpendickel gehet 
(F. 228) durch beider Kreiſe Mittelpunkte, und dieſe 
Kreſſe mü(fen alſo einander berühren ($, aao). 


$. 231. Aufgabe, 

Von einem außerhalb eines Kreiſes 
DCD Fig. 115 gegebenen Punkte A demſel⸗ 
ben eine Tangente zu führen. 

Auflöſung. Man ſuche des gegebenen Kreiſes 
Mittelpunkt E, befchreibe aus E mit bem Halbmeſſer 
EA den Kreis AFG, und ziehe EA, fo wird dieſe 
den gegebenen Kreis in einem Punkte D ſchneiden. 
Aus D errichte man auf AE einen Perpendickel 
und verlaͤngere ihn, bis er den Kreis durch A in einem 
Punkte Z^ trifft. Man verbinde dann Fund E durch 
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eine gerade Linie, welche den gegebenen Kreis in e 
Punkte B ſchneidet, und ziehe AB, fo ift dieſe ble ters 
langte Tangente. 
Beweis. In den Dreiecken ABE, FDE iſt 
(F. 30) 4E — EF, EB ED und AE beiden 
gemein: folglich ift (§. 53) ABE = FDE, Nun ift 
4% — R, folglich auch 4E — N, folglich AB 


eine Tangente des Kreiſes BCD (F. 226). 


Anmerkung. Merlängert man Dy rägmirt?, fo 
wied fir, den Kreis AFG in noch einem Punkte K Gurt 
den, und es laßt ſich auf gleiche Art auf der andern 
Seite noch eine Tangente AH ziehen. Mehr als dieſe 
zwei Tangenten aber koͤnnen aus dem gegebenen Punkte 
nicht gezogen werden. ; 


F. 232, Aufgabe. 


Einen Kreis zu beſchreiben, welcher eine 
gegebene Linie MN Fig, 104 in einem gege⸗ 
benen Punkte H berübre und zugleich durch 
einen andern gegebenen Punkt O gehe. 

Anfloͤſung. Aus 77 errichte man auf MN 
den Perpendickel 1716; man verbinde dann ZZ und 0 
durch eine gerade Linie HO, halbire fie in Y und 
errichte darauf aus P einen Perpendickel: fo wird der 
Punkt E, worin dieſer Perpendickel die Linie Hr 
ſchneidet, der Mittelpunkt des geſuchten Kreiſes fg, 

Beweis. Da der geſuchte Kreis die Linje MN 
in ZI berühren (o, fo muß deſſen Mittelpunkt im 
Perpendickel HG liegen (§. 228). Da ferner der ge⸗ 
ſuchte Kreis durch ZZ und O gehen (oll, (o IE HO 


` due Sehne deſſelben, und der aus deren Mitte P" o 
richtete Perpendickel muß durch des Kreifes Mittelpunkt 
gehen ($. 209. III). Der Mittelpunkt des geſuchten 
Kreifes kann alfo nur im Durchſchnitte der beiden Li⸗ 
nien HG, PE liegen (H. 1a). 2 


Anmerkung. Hat der gegebene Punkt eine ſolche 
Lage, daß er, wie G in dem auf MN aus II errichteten 
Perpendickel fällt, ſo wird HG, welche durch den Mittels 
att des durch H unb G zu legenden Kreiſes geben 
muß, ein Durchmeſſer deſſelben (en, und man braucht 

` Ge alfo nur zu halbiren, um den geſuchten Mittelpunkt 
E zu erhalten. 9 


$. 233, Aufgabe, 

Einen Kreis zu beſchreiben, welcher eis 
nen andern ABH Fig. 104 in einem gegebe⸗ 
nen Punkte H berühre und zugleid durch 
einen zweiten gegebenen Punkt O gehe. 
Auflöſung. Man verbinde 77 und O durch 
eine gerade Linie und errichte aus deren Mitte P einen 
Perpendickel PE. Man verbinde dann den Mittelpunkt 
© des gegebenen Kreiſes mit ZZ durch eine gerade 
Linie und verlängere fie, bis fie den Perpendidel PE 
in einem Punkte E ſchneidet, fo ift dieſer der Mittel⸗ 
punkt des geſuchten Kreiſes. 

Beweis. Da der geſuchte Kreis durch 77 und 
0 gehen fot, fo iſt HO eine Sehne deſſelben, und 
PE get durch deſſen Mittelpunkt. Da ferner der 
geſuchte Kreis den gegebenen in ZZ berühren foll, fo 
liegt deſſen Mittelpunkt in CH ($: 219, II). Er kann 
alſo nur im Durchſchnitte E dieſer beiden Linſeu liegen. 
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Anmerkung. Wenn ber gegebene Punkt 0 außer⸗ 
halb des Kreiſes eine ſolche Lage hat, daß, nachdem man 
CH, HO gezogen, der Winkel jCHO — R, ſo {ft die 
Aufgabe unmoͤglich, weil in dieſem Falle GHP-F HPE 
2 R, und daher HG, PE parallel find (S. 113). 


Wenn aber der Punkt © innerhalb des gegebenen Krei⸗ 


ſes liegt, (o laßt (id) die Aufgabe immer nach der vor⸗ 
geſchrlebenen Conſtruction anftöfen. 


- 


2 


Zweites Kapitel. 
Bon Winkeln in und an dem Kreiſe— 


F. 234. Erklärung. 


En Winkel am Mittelpunkte eines Kreſſes ober 
ein Centriwinkel BEC Fig. 416 ift ein ſolcher, 
deſſen Scheitel im Mittelpunkte liegt, und deſſen Schen⸗ 
kel Halbmeſſer des Kreiſes ſind. Ein Winkel am 
Umfange des Kreiſes oder ein Peripherie winkel 
BAC it ein Winkel, deſſen Scheitel in der Peripherie 
des Kreiſes liegt und deſſen Schenkel Sehnen des Krei⸗ 
ſes ſind. Beide Arten Winkel ſtehen anf dem zwiſchen 
ihren Schenkeln enthaltenen Bogen 50. 


$. 235. Erklärung. 

Ein Winkel im Abſchnitte BAEDB Fig. 118 
iſt ein ſolcher, deſſen Scheitel im Umfange des dieſem 
Abſchnitte zugehörigen Bogens liegt, und deſſen Schen⸗ 
kel durch die Endpunkte B, D der Sehne des Ab⸗ 
ſchnitts gehen. So ſiud BAD , BED Winkel im 
Abſchnitte BED. a 
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Ein Winkel im Halbkreiſe iſt ein folder, 
deſſen Scheitel in der Peripherie liegt, und Seilen ` 
Schenkel durch die Endpunkte des Durchmeſſers gehen. 

$. 236. Lehrſatz. : 1 

Jeder Centrlwinkel ift doppelt fo groß 
als ber Perlpheriewinkel, welcher mit ihm 
auf einerlet Bogen deſſelben Kreiſes ſtehet. 

Beweis. Erſter Fall. Der Mittelpunkt des 
Krelſes E Fig. 116 liege in einem Schenkel des Peri⸗ 
pheriewinkels BAF und der Centriwinkel fe BEV. 
Da (F. 36) EB — EA, (o iſt das Dreieck EA 
gleichſchenklicht und AB feine Baſis. Folglich iſt 
($. 131. V.) der äußere Winkel am Scheitel BE — 
2 BAF. e zu 
Zweiter Fall. Der Mittelpunkt E des Kreifes 
Fig. 116 liege zwiſchen den Schenkeln des Peripheries 

winkels BAC, und der Centriwinkel (ey BEC, 

Man ziehe vom Scheitel 4 des Peripherlewinkels 
nach dem Mittelpunkte E eine gerade Linie LE und 
verlaͤngere fie nach Z^: fo Liegt der Mittelpunkt E auf 
einem gemeinſchaftlichen Schenkel der Perlpherlewinkel 
BAF, FAC, und es {ft (erſter Fall) 

N ü . FEC —aFAC, 

FEB -—2FAB, E: 
folglich TEO -- Rh — 2 FAC a FAB, oder 
BEC = 2 BAG, 

Dritter Fall. Der Mittelpunkt E falle außer» 
balb des Peripheriewinkels DAC Fig, 117 und ber 
Centriwinkel (ey BEC, d ö 

Man ziehe vom Scheitel A nach dem Mittelpunkte 

E eine gerade Linie AE und verlängere fie bis Z^: fo 
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liegt der Punkt E im gemelnſchaftlichen Schenkel des 
Peripheriewinkel FAC, FAB und es iſt (erſter Fall) 


FEC = 2 FA, 
FEB = 2 FAB, 

mA FO = FEB = 2FAC — FAB, oder 
BEC = 2 3A. 


$, 237. Lehr ſatz. 

Alle Winkel in einerlei Kreisabſchultt 
ſind einander gleich. 

Erſter Fall. Wenn beide Winkel, wie BAD, 
BED Fig. 118 im größern Abſchnitte BAED liegen. 

Vorbereitung. Man ſuche des Kreiſes Mittels 
punkt 7^, welcher (F. 207) innerhalb dieſes Abſchuitts 
liegen muß, und ziehe ZB, FD. 

Beweis. Da (F. 2360) BFD — a BAD, 
und auch BD —23BED, 
jo iſt (Grundſ. 4) 2 BAD — . BED, 
alfo (Grundſ. 14) BAD = BED, 

Zweiter Fall. Die beiden Winkel 56 D. BHD 
Fig. 118 liegen im kleinern Abſchnitte 564 DB. 

Beweis. Man ziehe GH, fo Liegen die Winkel 
GBH, GDH im größern Abſchnitte GADHG und 
find folglich (erſter Fall) einander gleich. Nun find 
auch in den Dreiecken BKG, DKH die Winkel BKG, 
DKH als Scheitelwinkel einander gleich (9.73) 5 folge 
lich ift aud) ($. 131. I.) BG = BHD, 

| $. 238. Zuſatz. 

Alle Peripherlewinkel BAD, BED Fig.118, welche 
auf einerlei Bogen 560 ſtehen, find einander gleich. 
Denn zieht man die Sehne BD, fo ſtehen ſie in einer⸗ 
kei Abfchnitt BAEDE, 


: 
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F. 239. Lehrſatz. | 
Wenn in zweien gleichen Kreifen AGB, 
DHE Fig. 119, alfo aud) in einem und bema 
felben Kreife, zwei Centriwinfel IB, DEF, 
einander gleich find, fo ſtehen fie auf glei— 
chen Bogen AB, DIE Sind aber in glei⸗ 
chen Kreiſen zwei Centriwinkel 40, DFE 
ungleich, (o ſtehet der größere ACM auf eia 
nem größern Bogen als der kleinere DEE, 
Erſter Theil.“ Voraudfegung. 1) Die 
Kreiſe 456, D find gleich, d. h. CA — DE 
G. 197). a) Z ACB = DEE, i 
Behauptung. Der Bogen A — DLE, 
Vorbereitung. Man lege den Kreis BV 
dergeſtalt auf 436, daß der Punkt Z auf O und 
£D auf CA zu liegen komme. a 
Beweis. Da £D — CA, fo fallt (§. 15) B 
auf 4 und (9.194) die ganze Peripherie. DEH auf 
ABG. Da ferner DFE — Ach, ſo faͤllt (S. 25) 
FE auf CB, und (F. 15) E auf B. Folglich decken 
die Bogen DLE, ARB einander, und ſind folglich 
gleich (F. 14). 
Zweiter Theil. Voraus ſetzung. 1) Die 
Kreiſe 4BG, DEH ſind gleich. 2) Z ACM » 
DFE, 
Behauptung. Der Boge > 
DIE“ H 8 gen AKM > 
Vorbereitung, Wie im erften Theile. 
Beweis. Da FD = CA, fo fällt D auf A, 
und die Peripherie DE auf ABG, Da ferner 
ACM > DHE, fo faut FE zwiſchen 4C, CM und 
wifft den Bogen AM in einem Punkte 2. zwiſchen £ 


$ 


d and M. Es iſt demnach Verger, Bogen ARM 
> AKB oder AKM > D 


§. 240. Zuſatz. 

I. Wenn in zweien gleichen Krelſen Fig. 119 
zwei Bogen AK B, DLE einander gleich find, fo muͤſ⸗ 
fen auch die auf ihnen ruhenden Centriwinkel 405, 
DF einander gleich (egn. Denn wären dieſe ungleich, 
ſo koͤnnten die ihnen zugehörigen Bogen nicht gleich 
(ton (§. 239. ID. 

II. Und wenn in gleichen Kreiſen zwei Bogen 
Ak M, DLE ungleich find, fo ruhet auf dem groͤßern 
AKM ein größerer Centriwinkel als auf dem kleinern. 
Denn wäre ACM — DFE, fo müßte auch (F. 239. 1.) 
Bogen AKM = DLE (eon; und wäre ACM < 
DFE, (o müßte auch (H. 239. II.) der Bogen AK 
< DLE ſeyn, welches beides gegen die Vorausſetzung 
if. Folglich it ACM > DH. 


$. 241. Lehrſatz. 

Wenn in zweien gleichen Kreifen Fig.119, 
alfo auch in einerlei Kreiſe, zwei Sehnen 
4B, DE einander gleich find, fo find auch 
die dazu gehörigen Bogen einerlei Art (d. h. 
welche beide zug leich größer oder kleiner als 
die halbe Peripherie find), wie AKB, DLE 
einander gleich. 

Und wenn in gleichen Kreiſen zwei Bo⸗ 
gen AKB, DLE einander gleich find, fo find 
auch die ihnen zugehörigen Sehnen AB, DE 

le ich. 
x Vorbereitung. Man ziehe C, CB, FD, FE, 


Beweis. Erſter Theil. Da CA — FD; 
Ch - FE, und nach der Vorausſetzung AB= DE; 
fo ift (8.60) ZZ 4CB — DEE und folglich (S. 239) 

ber Bogen AKB DEE, 
Zweiten Thell. Wenn bie Bogen AKB, DLE 
einander gleich find, fo tft (§. 240. I.) aud) L ACB 
e DFE; und da auch 4C, CB, FD, EE einan⸗ 
der gleich find, fo ift ($. 53) AB = DE, 
$.242, Lehrſatz. g 
CR J. Wenn in zweien gleichen Kreiſen 
Fig. 119 zwei Sehnen AM, DE ungleich ſind, 
fo gehort zur größern Sehne AM ein größer 
ter Bogen als zur kleinern, wenn beide 
Bogen kleiner als der Halbkreis find. — 
II. und wenn lu zweien gleichen Kreiſen 
zwei Bogen vorerwähnter Art AX M, DLE 
ungleich find, fo ift die dem grófern Bogen 
AKM zugehörige Sehne AM größer als die 
dem kleinern Bogen DLE zugehörige DE. 
Erſter Theil. Voraus ſetzung. 1) Die 
Kreiſe A, DEH find gleich. 2) AM > DE, 
„Behauptung. Der Bogen AKM> DLE, 
Vorbereitung. Man fuche beider Kreiſe Mit⸗ 
telpunkte und ziehe CA, CM, FD, FE, 
Beweis. Da 4C = FD, CM — FE, aber 
AM E: fo it (F. 111) Z ACM 7» DFE, 
und folglich ($. 239) ber Bogen AKM > DLE. 
Zweiter Theil. Vorausſetzung. 1) Die 
Kreiſe ſind gleich. 2) Der Bogen AKM > DIE. 
Behauptung. ANM » DE. 
Vorbereitung. Wie im erſten Theile: 
R^. 


1 
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Beweis. Da AKBM > DLE, fo ift ($ 240) 
/ ACM> DFE, Nun it 40 = FD, CH zs 
FE: folglich iſt (S. 110) AM > DE, 


Anmerkung. Die Saͤtze der $$. 239, 240, 241 
gelten auch von den Peripheriewinkeln AGB, DHE, ihren 
Sehnen und Bogen, weil ($. 236) jeder Peripheriewinkel 
die Haͤlfte des mit ihm auf einerlei Bogen ruhenden 
Centriwinkels 10. 


HT $.243. febrfat. ` ` 

Wenn in zweien gleichen reifen, alſe 
auch in einerlei Kreife, die Bogen AKB, 
DLE Fig. 119 einander gleich find, fo find 
auch die ihnen zugehorigen Aus ſchnitte 
ACBK, DEEL: desgleichen die von ihnen 
und den zugehörigen Sehnen geblldeten 
Ab ſchuitte einerlei Art ABKA, DELD, Te 
wie die Winkel in dieſen Abſchnitten ein⸗ 
ander gleich. "m : , 
Bewels. Erſter Theil. Man lege beide 
Ausſchnitte dergeſtalt auf einander, daß F auf C und 
FD in der Richtung CA zu liegen komme, fo falle 
wegen der Glelchheit der Halbmeſſer CA, FD der 
Punkt D auf 4; und da wegen der Gleichheit ber: 
Bogen AKB, DLE auch / ACB = DFE S. 240. l.), 
fo fällt (§. 25) FE auf CB und E auf B. Da alfo 
beide Ausſchuſtte einander decken, fo find fie gleich (§. 14). 

Zweiter Theil. In den Drelecken ACB, DE 
it AC — ED, CB=FE und (F. 240. I.) C AC 
== DFE, folglich ij (F. 53) das Dreieck 405 = 
DFE, Nun II auch (erſter Theil) der Ausſchnitt 
ACBK == DFEL, folglich iſt (Grundſ. 10) ACBK 


n 
* 


iN X 


= ACB = DFEL — DE oder der Abſchuitt 
ABKA = DELD. 

Dritter Theil. Da dieſe Abfchiitte congruent 
ſind, ſo werden ſie auf einander gelegt, ganz zuſam⸗ 
men fallen, und ihre Winkel müffen (§. 237) einander 
gleich ſeyn. 


H. 244. Aufgabe. 

Einen gegebenen Kreisbogen AEB Fig. 120 
unb einen gegebenen Kreisabſchnitt AEBA 
zu halbiren. N 

Aufloͤſung. Man falbire deſſen Sehne AB in 
D, und errichte darauf aus D den Perpendickel DE, 
fe ift der Bogen AP = BE und bie Flache ADEA 
amc R. " Des 
Beweis. Man ſuche ($. 213) des Bogens Mit⸗ 
telpunkt O, und verlaͤngere ED, welche (F. 209. III.) 
durch dieſen Mittelpunkt C gehen muß. Man ziehe 
ferner. CA, CB. 

In den Dreiecken OD 4, CDB ift (S. 36) CA 
z CB, CD beiden gemein und 4D — BD: folge 
lich iſt (F. 60) die Flache ADC = BDC und der 
Winkel 40 — BCD; alſo find. ($. 239) die Bogen 
AE, EB und daher auch ($. 243) die Ausſchnitte 
ACEA, BOEB einander gleich. Nun war auch 
A ADC = BDO; folglich it 4CE4 AD = - 
BCEB — BDC, oder ADEA — BDEB, 


' $. 245. Zuſatz. ` 
Ein aus dem Mittelpunkt C eines Kreſſes auf 
elne Sehne AB deſſelben gefaͤllter Perpendickel ODE 
K 2 


* 
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wird alfo den dazu gehörigen Bogen halbiren, weil er 


dieſe Sehne zugleich halbirt ($. 209. D. SS 


Anmerkung. Durch fortgeſetztes Halbiren kann 
man einen Kreisbogen in 4, 8, 16, 3a ic. gleiche Theile 
v. teilen, " 
$. 246. Lehr ſatz. ) 
Die zwifchen zweien parallelen Sehnen 


AB, FG Fig. 120 liegenden Bogen AP, BG ` 


eines und beffelben Kreiſes; desgleichen die 
zwifchen einer Tangente KL und einer ihr 
parallelen Sehne, AB enthaltenen Bogen 
AE, BE find einander gleich. ba 
Beweis. Erſter Theil. Man fälle aus dem 
Mittelpunkte C auf AB den Perpendickel OD und 
verlangere ihn bis E: fo wird dieſer, da FG it AB, 


auch die Linie FG in A ſenkrecht ſchneiden ($127); 


und es ift (F. 245) der Bogen 4 = BE, und, weit 
CH auch auf EG in deren Mitte ſenkrecht ſtehet, der 
Bogen FE ; folglich ift (Grundſ. 10) AE -— FE 
= BE — GE oder Af = BG. S ELS 

Zweiter Theil. Man verbinde den Beruͤhrungs⸗ 


punkt E mit dem Mittelpunkte O durch eine gerade 


Linie, C£, fo ift dieſe ($. 227) auf XL ſenkrecht; und 
da AB 1i KL, fo ſtehet auch (§. 125) CE auf AB 


ſenkrecht, folglich wird der Bogen AEB. im Punkte E 


halbirt (F. 245) : Gt 


F. 247. Zuſatz. . 
Wenn umgekehrt zwei Bogen 47", BG eines und 
deſſelben Kreiſes Fig. 120 einander gleich ſind A fo 


müſſen die Sehnen AB, FG, welche fie zwiſchen ſich 


t 
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foffen, parallel ſeyn. Denn wäre nicht AB 3 Se, 
fo koͤnnte man doch (F. 115) durch den Punkt A eine 
andere Linie Ar der EC parallel führen, und es wäre 
($ 246) Gn — AF. Nun ift auch nach der Vor⸗ 
ausſetzung BG — A; folglich wäre (Grundſ. 4) 
GB = Gn, welches unmöglich ift (Grundſ. 3). 

Auf gleiche Art beweiſet man, daß, wenn aus 
dem Berührungspunkte E der Tangente KL zwei glei⸗ 
che Bogen ZA, EB abgeſchnitten werden, die ihre 
Endpunkte verbindende Sehne AB der KL parallel 
ſepn muß, i 


2 FS. 248. Lehrſatz. 

Wenn alle Winkelſpitzen eines Vierecks 
ABCD Vig. 121 in der Peripherie eines Kreis 
(e$ liegen, fo ift die Summe je zweler ges 
genuͤberſtehenden Winkel deſſelben zweien 
rechten gleich. Es ift nehmlich DAB + DCB 
= 2 R ADC - ABC, 

Beweis. Man ziehe die Diagonalen 40, DB, 
ſo iſt (F. 238) / ADB = ACB, weil beide auf 
einerlel Bogen AB ſiehen. Eben fo find die auf einer⸗ 
lei Bogen DA ſtehenden Winkel DBA, DOA einan⸗ 
der gleich. Folglich ift (Grundſ. 7) ADB + DBA = 
ACB + Ded, oder AD + DBA = DCH, ` 
Kömmt nun zu beiden Seiten der Winkel BAD hinzu, 
ſo iſt | 

ADB ++ DBA + BAD = DCB -- BAD. 
Nun ift (§. 130) ADB DHA T BAD aH 
folglich ift. (Grundſ. 4) DCH + BAD'— 2 R. 

Auf gleiche Art wird bewieſen, daß ADC + ABC 
= 2 NR. 


^ 
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5. ag gebrfaGe : 

Wenn in einem Vierecke 450 Fig. 121 
jede zwei gegenüber ſtehende Winkel zuſam⸗ 
men zweien rechten gleich find, fo laßt fid 
ein Kreis beſchreiben, welcher durch, alle 
Winkelſpitzen deſſelben geht. 

Bewels. Man beſchreibe (§. 213) durch irgend 
drei Winkelſpitzen deſſelben, B, 4, D einen Kreis. 
Gienge dieſer nicht durch den vierten Punkt c, fo 

“ müßte er die Linie DO ober ihre Verlängerung in irgend 
elnem Punkte Z^ oder E ſchneiden. Geſetzt es geſchehe 
in F, fo. ziehe man BF. 

Da bel dieſer Annahme die vier Punkte B, 4, D, 
F in der Peripherie eines Kreiſes liegen, fo ift im 
Vierecke ABFD ($.248) BAD HD 2 R. 
Nun iſt nach der Vorausſetzung auch BAD A 50 
z 2; folglich ift. (Grundſ. 4) 


BAD + BFD = BAD + BCD 


folglich (Grundl. 10) BD = BOD, alſo im Drei- 
ecke BEC der äußere Winkel 8D dem ihm gegen⸗ 
über ſtehenden innern 50 gleich, welches unmöglich 
ift (C. 78). 

Da nun auf ‚gleiche Art erweislich iſt, daß ein 
durch B, 4, D gelegter Kreis nicht durch einen Punkt 
E dieſſeits von C gehen kann, weil alsdann am Drels ` 
ecke BCE der aͤußere Winkel DCD bem ihm gegen⸗ 
über ſtehenden innern BED gleich ſeyn müßte, fo muß 
er durch den Punkt C gehen. 


$. 250. Zu ſa tz. 
Wenn in einem Vierecke nicht die Summe je zweier 


D $ 
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gegenuber ſtehenden Winkel zweien rechten gleich ift, 
ſo laͤßt ſich durch deſſen Winkelſpitzen kein Kreis legen. 
Denn ließe ſich dadurch ein Kreis legen, Ip müßte 
hé 248) die Summe jener Winkel zweien rechten gleich 
eyn. i 

Und läßt fid) durch die Winkelſpitzen eines Vier⸗ 
ecks kein Kreis legen, ſo kann nicht die Summe je 
zweier gegenüber ſtehenden Winkel deſſelben zweien 
rechten gleich ſeyn, weil, wenn dies der Fall waͤre, 
durch deſſen Winkelſpitzen ein Kreis gelegt werden konnte 
(S. 249). 2 | 


Anmerkung. Durch fünf gegebene Punkte, alfo 
auch durch die Winkelſpitzen eines Fünfects laßt fid) uut 
dann ein Kteis legen, wenn durch jede beliebige vier 
punkte deſſelben ein Kreis gelegt werden kann. Eben 
ſo wird ſich durch ſechs gegebene Punkte ein Kreis legen 
laſſen, wenn er durch jede beliebige fuͤnf Punkte derſel⸗ 

ben gezogen werden kann u. f. w. N ie? 


$, 251. Lehrſatz. : 

Y) Jeder Winkel, im Halbkreiſe, wie 
BAD Fig. 122 iſt eiu rechter. 2) Jeder Win: 
kel im großern Abſchnitte 4BEGDA ift ein 
(piter. 3) Jeder Winkel im kleinern Ab⸗ 
ſchnitte 4% DA IG ein ſtumpfer. 

Beweis. Erſter Theil. Der Winkel BAD 
liege im Halbkreiſe BAFDB. 

Man ziehe nach dem Mittelpunkte C die gerade 
finie 40 und verlaͤngere fie bis E, fo ift ($: 236) 
BCG = 2 BAG; DCG = 2 Dad; folglich ift 
(Gtundſ. 7) BC + DOG ex a BAG D 
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== a DAD, Nun iſt (. 68) BO DG z- 3 R, 
Dag ift ue 92BAD = R, af BAD 


Ba Theil, Der Winkel AED. liege im 
groͤßern Abſchnitte. f 

Man ſuche den in dieſem Abſchuitte liegenden 
Mittelpunkt C. Ziehe den Durchmeſſer DCB, und 
verbinde B mit 4 durch eine gerade Linſe. 

Da die REN ABD, AED auf einerlei 
Bogen AED ſtehen, fo find fie (§. 238) einander gleich. 
Nun iſt, weil B ein Durchmeſſer iſt, der Winkel 
BAD, als Winkel im. Halbkreiſe, ein rechter (I, Theil), 
und daher im rechtwinklichten Dreiecke DAB der Wins 
rel 45 ein ſpitzer (S. 80), Folglich ift auch AED 
ein ſpitzer Winkel. —— 

Dritter Theil. Der Winkel AFD Tiege im 
kleinern Abſchuitte AFDA: fo iff, wenn man aus 
einem beliebigen Punkte E des Bogens ABGD nach 
A und D gerade Linien zieht, der Winkel AED im 
groͤßern Abſchnitte und alſo (zweiter Theil) ein ſpitzer. 
Nun it ($.248) AFD + AED = Sa Nj fetglid) 
iſt AED! ein fene Winkel. 

F. 252. Zuſa th. f " 

Man kann daher auch von einem außerhalb eines 
Kkeiſes gegebenen Punkte 4 Fig, 123 demſelben eine 

Tangente ziehen, wenn man dleſen Punkt mit dem 
Mittelpunkte C des Kreiſes durch elne gerade Linie 
verbindet, dieſe in B halbirt; aus B mit ‚BC oder 
BA einen Krels beſchreibt, welcher den gegebenen in 
zwei Punkten D, E ſchneidet (9. 47), und aus A 
nach D und E gerade Linien zieht, da alsdann jede 
dieſer Linien die geſuchte Tangente feyn wird. Denn 


w M$ - 
Acht man O, CD, (o find’ AKC, AD, als Mins 
kel im Halbkreiſe, AECA,. DCA, rechte Winkel 
. 251), und folglich AR, AD: Tangenten des Kreis 
Véi um O (. 226). pir th 
$. 253. Auf gabe. 

Aus dem Endpunkte B einer geraden 
Linie BA Fig. 144 auf derſelben einen Per⸗ 
pendickel zu errichten, d 

Auflöſung und Beweis Auf irgend einer 
Seite von AB nehme man einen Punkt O nach Belle⸗ 
ben an und beſchreibe aus O mit dem Halbmeſſer CB 

einen Kreis. Beruͤhrt dieſer Kreis die Linie AB im 
Punkte 8, ſo iſt (F. 227) Ch der verlaugte Perpen⸗ 
dickel. Schneidet aber dieſer Kreis die Linie 45 in 
noch einem Punkte 22, fo. ziehe man den Durchmeſſer 
, verbinde I mit B. durch eine gerade Linie, fo 
wird dieſe auf 2A ſenkrecht ſeyn, well (S. 251) ERD, 
als Winkel im Halbkreiſe ein rechter iſt. i 


$.254. Lehrſatz. : 

Wenn aus bem Berührun gspunkte B der 
Tangente EF. eines Kreiſes 480 Fig. 12g 
eine Sehne BD. nach dem Kreife gezogen 
wird, fo iſt jeder der Winkel, welche diefe- 
Sehne mit der Tangente bildet, dem Wins 
kel im entgegen ſtehenden Abſchnitte gleich 
Es ift nehmlich T DBF dem Winkel im 
Abſchnitte DAB, und DE dem Winkel im 
Abſchnitte DCB gleich. 

Vorbereitung, Aus B errichte man auf EH 
den Perpendickel BA; im Bogen DB nehme man nach 
Belieben einen We € und‘ liehe . DC, CB. . 


/ 
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Bewels. 1) Da BA auf EP im Berüͤhrungs⸗ 
punkte B ſenkrecht ſtehet, (o. enthält. ſie (8, 228) den 
Mittelpunkt des Kreſſes, und ADB ift; als Winkel 
im Halbkreiſe, einem rechten gleich (§. 251); folglich i 
G. 131. III), 4BD. -- BAD — R. Nun iſt auch 
ABD 4 DBF:— Nz folglich it (Grundſ. 4) ABD 
＋ BAD = AD DBF, oder wenn beiderſeits 
ABD hinweg genommen wird, BAD = DBF, 
Nun ift B 4 ein Winkel im Abſchnitte DABD, alſo 
(8. 237) jedem Winkel in dieſem Abſchnitte gleich. 
Folglich ift es auch (Grundſ. 2) der Winkel DF. 

^ M) Da (F. 68) DBF + DBE — 2 R, und 
auch (S. 248) BAD HD — 2R, fo ift (Grund⸗ 
fa& 4) DFA DHE = BAD -- OD. Nun ` 
itd) DH — BAD, folglich iſt (Grundſatz 10) 
DBE = DCD, aiſo ($. 237) jedem Winkel im Ab⸗ 
ſchuitte DCH gleich. 


6.255. Aufgabe. N 
Auf eine gegebene gerade finie AB Fig. 
126 u. 127, einen Kreisabſchnitt zu ſetzen, „ 
welcher einen gegebenen Winkel C entf)alte, 
Aufloͤſung. Erſter Fall. Der gegebene Wins 
kel O (o = R Fig. 126. PUT. 
Man halbire AB in F, und beſchreibe aus F 
mit Aden Halbkreis AEB: (o iſt (§. 251) der Win⸗ 
kel EB — R= C. 
Aweiter Fall. Der gegebene Winkel C Fig. 127 


ſep fein rechter. 


Vorbereitung. An den Punkt A der gegebe⸗ 
ven finie AB lege man einen Winkel BAD — C an, 
errichte auf 40 in A ven Perpendickel AP, halbire 


t 
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AB in F, errichte in F auf AB den Perpendicket P: 
und ziehe EB: fo. wird ein aus G mit GA beſchrie⸗ 
bener Kreis auch durch B gehen. Denn in den Drei⸗ 
ecken AA, BFG ift AF — FB, FG beiden ges 
mein und AFG = BFG — R, folglich iſt (§. 53) 
GA — GB, 

Man beſchreibe aus G mit GA Ven Kreis, fo 
wird AHBA der verlangte Abſchnitt ſeyn. 

Beweis. Da DAE -— NR, und AE ein Durch⸗ 
meſſer des Kreiſes, ſo iſt (§. 226) AD eine Tangente 
des Kreiſes ABE im Punkte 4. Da nun aus eben 
dieſem Punkte eine Sehne AB des Kreifes gezogen, Io 
it (F. 254) DAB — dem Winkel im Abſchnitte 
AHBA. Nun aber it DAB = C; folglich iſt 
(ng 4) der Winlel AH P im Abschnitte = C. 


$. 256. Aufgabe, 

Von einem gegebenen Kreiſe 40 Fig. 128 
einen Abſchnitt hinweg zu nehmen, welcher 
einen gegebenen Winkel D enthalte 

Aufloͤſung. Man lege durch einen beliebigen 
Punkt B dieſes Kreiſes eine Tangente ER; an FB 
fee man den Winkel FEBC — D: (o wird C450 
der verlangte Abſchnitt ſeyn. 

Bewels. Nimmt man jenſelts des Winkels FBO 
einen beliebigen Punkt A des Bogens CA, und 
zieht AB, 40, fo if (F. 25) BAG — CBF; da 
aber CBF = D, fo ift auch BAC — D. 


$. 287. Lehr fats 
Menn in einem Kreife 4680 Fig. 106 
zwei Sehnen AB, OD: einander Innerhalb 


* 
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IRCH - 
ſchneiden, ſo ift jeder Winkel am Durch⸗ 
ſchnittspunkte E einem Perſpherſewinkel 
gleich, welcher auf der Summe der zwiſchen 


den Schenkeln dieſes Winkels hub deren 


Verlängerung enthaltenen Bogen deſſel⸗ 
ben Kreiſes ſtehet. Es iſt nehmlich DEB 
einem Peripheriewinkel auf der Summe der 
Bogen 5D, 40, unb AED einem Peripherie⸗ 
winkel auf der Summe der Bogen 4D, CB 
gleich Et 
Beweis. Man ziehe durch 4 der CD. eine Pa⸗ 
rallele AC und aus einem beliebigen Punkte 77 des 
Bogens 56 nach B und G gerade Linien: ſo ifi 
(8,125, III.) BED = BAG, nud weil (F. 68) 
BED -- AED = 2 R, und (F. 248) auch BAG 
+ BHG = 2R, if BED ＋ AED = BAG 
＋ Bu), alſo (Grundſ. 10) AED = BIG. 
Nun ſtehet BAG auf dem Vogen BG =: BD 
I , unb weil (F. 246) DG. — AO, fo ift BAG |, 
einem Peripheriewinkel auf der Summe der Bogen 
BD, 40 gleich. Folglich ift auch BED einem fel: 
chen Peripheriewinkel gleich. pu 
Eben ſo Debt Be auf dem Bogen GAB — 
GALACH CB — GA D C A 
B. Alſo it auch 4D einem Peripheriewinkel 
auf der Summe dieſer Bogen AD, CR gleich. " 


$.258. Lehrſatz. 

Wenn zwei Sehnen BD, CE Fig. 129 ein: 
ander außerhalb des Kreiſes in einem Punkte 
A ſchneiden, ſo iff der von ihnen eingeſchloſ⸗ 
ſene Winkel 540 einem Peripheriewinkel 


^ 
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gleich, welcher auf der Differenz, Box pk, 


der zwiſchen feinen PE enthaltenen 
Bogen DC, DE ſtehet. 


Beweis. Durch D ziehe man D der ER : 


parallel, fo iſt (§. 125. HL) BAC = BDT, Nun 


it BDE ein Peripheriewinkel auf dem Bogen 37 — 
BC —.CF = BC — DE, weil ($. 246), F cs 


DE, Folglich (ft DAC einem eben ſolchen Peripherie 
winkel gleich. Ai 


$. 259. Lehrſatz, 

Wenn eine Sehne CE und eine Zap: 
gente EA Fig, 129 einander in einem Punkte 
A ſchneiden, fo ift der von ihnen eingeſchloſ⸗ 
(ete Winkel CA einem Peripheriewinkel 
gleich, welcher auf der Differenz, CG —GE, 


der zwiſchen feinen Schenkeln * 


: Bogen OG. GE ſtehet. , 


"Beweis Man ziehe durch E 95 AG die Pa⸗ 


rallele EI, ſo iſt (S. 128. III.) CAG = CEH, 
einem Perlpheriewinkel auf dem Bogen CH E 


06 — H — CG —.EG, weil ($.246. II.) die 


zwiſchen der Tangente und der ihr parallelen Sehne 


enthaltenen Bogen GE, GH einander gleich find, 


$. abo. Lehrſatz. 

Penn zwei Tangenten GA, KA Fig. 129 
einander in einem Punkte A ſchneiden, fo 
iſt ber von ihnen eingefchloffene Winkel 
KAG einem Peripheriewinkel gleich, wel: 
cher auf der Differenz KFG — KEG der zwi⸗ 
or feinen Schenkeln enthaltenen Bogen 

= 


I 


, 


M 


Beweis. Zieht man aus 2 eine beliebige Se 
tante 40 des Kteiſes, fo ift (F. 259) CAG — einem 
Peripheriewinkel auf GC — GE, und CAK = einem 
Deripherieroinkel auf CK — KE, Folglich ift, CAG 

AK oder KAG einem Peripheriewinkel auf 
CG + CK — (GE -- EK) oder auf KFG — 
KEG gleich. ; 


Drittes Kapitel. 


Von den in dem Kreiſe eingeſchriebenen und den 
um denſelben EE Figuren. 


$ 261. erttärung: | 
Ei: geradlinigte Figur abede Fig. 130 iſt in 


einer geradlinigten Figur 450 DE einge⸗ 


(drieben, wenn jede Winkelſpitze der erſten Figur 
in einer Seite der letzteren liegt. 

Eine geradlinigte Figur ABCDE heißt um eine 
geradlinigte Figur abede Fig. 130 beſchrieben, 
wenn jede Selte der erſten Figur durch eine Winkels 
ſpitze der andern geht. 


, H. 262. Etklärung. N 

Eine geradlinigte Figur \abede Fig. 130 heißt in 
dem Kreiſe eingeſchrieben, wenn der Kreis durch 
jede Winkelſpitze derſelben geht. 

Eine geradlinigte Figur 1450 DE Fig. 139 heißt 
‚am den Kreis beſchrieben, wenn jede ihrer Sei⸗ 
ten den Kreis berührt. 
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F. 263. Erklärung. 

Ein Kreis iſt in einer geradlinigten Figur 
ABCDE : Fig. 130 eingeſchrieben, wenn jede 
ihrer Seiten den Kreis berührt, 

Ein Kreis it um eine Figur abede Fig. 130 bes 


ſchrieben, wenn deſſen Peripherie dutch jede Winkels 


ſpitze der Figur geht. 


F. 264. Erklarung.“ i 
Eine gerade Linie ab Pig. 130 heißt T dem 
Kreiſe eingetragen, wenn ihre Endpunkte in der 
Peripherie des Kreſſes liegen, , 


! 
$. 265. Aufgabe 
In einen gegebenen Kreis ABC Fig. di 
eine gerade Linie einzutragen, welche einer 


| gegebenen geraden Linie P, (die jedoch nicht, 


größer als Durchmeſſer iſt), gleich fev. 
ii; de Men ziehe einen Durchmeſſer CB. 
Iſt dieſer der gegebenen Linie gleich, fo. iſt das vers 
langte geſchehen. Iſt dieſer aber ‚größer als D, fo 
ſchneide man CE — D ab, beſchreibe aus C mit CR 
einen Kreis AE“ und ziehe 40, ſo DÉI dieſe die ver⸗ 
langte Linie. N 
Beweis, Da (F. 36) CA= CE und eni 
CE = D; (o iſt (Grundſ. 4) CA — D und A 264) 
in dem svi 4RC eingetragen. 


$. 266, Aufgabe, 
In einen gegebenen Kreis 480 Fig. 132 
eln Dreieck einzuſchreiben, welches dem ges 
gebenen Dreiecke DEF gle ich winklicht In 9 


! 
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Aufloͤſung. Man nehme in der Peripherie des. 
Kreſſes einen beliebigen Punkt A an, lege dadurch 
($.229) eine Tangente E, und an eben dieſem 
Punkte (F. 103) die Winkel ZAC — E, GAB — 
D; fo wird, wenn BC gezogen wird, 450 das ver⸗ 
langte Dreieck ſeyn. 

Beweis. Da (F. 254) Z HAQ = ABC, 
aber HAC — E, fo iſt aud) (Grundſ. 4) 4BC — E, 
Aus gleichen Gründen ift / ACB =D; folglich ift 
($. 131. J.) das Dreieck 5 dem Dreiecke DEF 
gleſchwinklicht, und ($. 262) im Kreiſe 450 einge⸗ 
ſchrieben. ? 
` F. 267. Aufgabe. ; 
Um einen gegebenen Kreis 450 Fig. in 
ein Dreieck zu beſchreiben, welches einem 
gegebenen Dreiecke DEF gleichwinklicht fev. 

Aufldfung Man verlängere EF nach G und 
H, ziehe einen beliebigen Halbmeſſer KB nnd made 
BKA — DEG, BKC = Di, (o Ennen keine 
zwei der Halbmeſſer KB, KA, KC in gerader Linie 
liegen, und müffen alſo einander in K ſchneiden. j 

Denn jeder ber Winkel DEG, DV, ift als 
außerer Winkel den beiden, gegenüber ftehenden innern 
des Dreiecks gleich, alſo ($. 79) kleiner als zwei rechte. 
Folglich ift auch jeder der Winkel BKA, BKC C2 R. 
Beide Winkel BKA, BKC zuſammen aber find groͤ⸗ 
fer als zwei rechte, wel (F. 79) DEP A D 
T2 Az folglich it (F. 71) 4KC Ca R. 

Man lege dann (F. 229) durch A, B, C Tan⸗ 
genten des Kreiſes, fo werden dieſe ($. 212) einander 

in L, M, N ſchneiden und das Dreieck LMN wird 
das verlangte ſeyn. 


* 
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Beweis. Die Winkel des Vierecks AMBK ! 


betragen zuſammen vier rechte ($. 135); da nun (§. 227) 
MAK L MBK 2 H:; fo ift (Gründf. 10) AKB 
+ M=2R = DEG D. Da aber AKB 
= DEG, oif (Grundſ. 10) AMB = DEF. . 
Anf gleiche Art wird bewieſen, daß BNC = 


DV; folglich ift ($. 131.1.) das Dreieck LMN dem 


Direjecke DEF gleichwinklicht, und (F. 262) um den 
Kreis ABC beſchrieben. \ 
8. 268. Aufgabe. 

In ein gegebenes Dreieck 450 Fig. 134 
einen Kreis einzuſchreiben. N X 

Auflöfung. Man halbire beliebige zwei Winkel 
B, C durch BD, CD, welche ($.124) einander in einem 
Punkte D ſchneiden muͤſſen. Aus D falle man auf die 
Seiten BA, AC, CB die Perpendickel DE, DF, 


DG fo wird ein aus Y mit einem dieſer Perpendickel 


D beſchriebener Kreis der verlangte ſeyn. : 
Beweis. Da nach ver Conſtructſon der Winkel 


EBD = DÉI, / DEB = DFB = R, und 


BD BD: ſo ift ($.84) DE — DF. Aus glei- 
chem Grunde ift DF = DG. Da ſolchergeſtalt die 


drei Perpendickel einander gleich ſind, ſo gehet der aus 


I mit einem derſelben D beſchriebene Kreis auch 
durch die Endpunkte 7, G der beiden ubrigen; und da 
bei E, V, G rechte Winkel find, (o find (226) AB, 
AC, BC, Tangenten des Kreiſes, und folglich iſt 
(F. 263) der Kreis ZFG im Dreiecke ABC einge⸗ 
ſchrieben. 
ai $. 269. Aufgabe. 
8 um ein gegebenes Dreieck. ABC Fig. 136 
einen Kreis zu beſchreiben. 


x 


het 
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Aluftófung und Beweis. Da (F. 263) der 
zu beſchreibende Kreis durch alle drei Winkelſpitzen des 
Dreiecks gehen muß, ſo kommt die Aufgabe mit der 
des $. 213 überein, und die vorgelegte Aufgabe wird 
aufgelöfer, wenn man beliebige zwei Seiten AB, 40 
des Dreieckes durch DE, EF in D und E ſenkrecht 
halbirt und aus dem Durchſchnitte 7 beier Perpens 
dickel mit einer der Entfernungen FA, FB, FC einen 
Kreis elch 

$. 270, Lehrſatz. 

Wenn die Peripherie eines Kreiſes abcde 
Fig.130 in irgend eine Anzahl gleicher Theile 
getheilt wird, fo bilden die je zwei auf eine 
ander folgende Theilpunkte verbindenden 
geraden Linien ab, be, cd x. ein in diefem 
Kreife eingeſchrlebenes reguläres Polygon 
von ſo vielen Seiten als die Peripherle 
Theile hat. 

Beweis. Da ble Bogen ab, be, cd ꝛc. einans 
der gleich find, fo find (§. 241) auch deren Sehnen ab, 
bc, odd ac, einander gleich, alſo ift die Figur gleichſeitig. 

Da ferner der Bogen ae — be, fo ift (Grundſ.7) 
ae -- ab — ab 4 bc oder der Bogen eab — abc, 
und daher ($. 243) der Winkel im Abſchnitte eab dem 
Winkel im Abſchuitte abe gleich. Da nun auf gleiche 
Art erweislich ift, daß auch die übrigen Polygon winkel 
einander gleich find, fo it (§. 32) abcde eine reguläre 
Sigur und ($. 262) im Kreiſe eingeſchrieben. 


$. 271. Aufgabe. et 
In einen gegebenen Kreis ein xeguläres 
L 2 


3 

Polygon von einer gegebenen Anzahl Getz 
ten einzuſchreiben, vorausgeſetzt die Peri⸗ 
pherie des Kreiſes affe ſich in fo viele glei: 
che Theile theilen als das Polygon Seiten 
haben ſoll. g 

Aufloͤſung und Beweis. Man theile die qe 
ripherie des Kreiſes abede Fig. 130 in fo viele gleiche 
Bogen als das Polygon Seiten haben ſoll; verbinde je 
zwei auf einander folgende Theilpunkte durch die gera⸗ 
den Linen ab, be, cd ꝛc., fo wird (§. 270) abcde das 
verlangte Polygon ſeyn. ; 

F. 972, Aufgabe. 

Wenn in einem Kreiſe ein reguläres oz 
lygon abede Lig. 130 von irgend einer Anzahl 
Seiten eingeſchrleben ift, in denſelben Kreis 
ein regaläres Polygon von doppelte ſo vie⸗ 
len Seiten als das gegebene einzuſchtelben. 

Auflöſung. Man halbire (F. 244) die Bogen 
ab, bc, cd sc. in f, g, f 165 verbinde jeden Theil⸗ 
punkt mit ben zunächſt liegenden Winkelſpitzen der 
gegebenen Figur durch gerade Linien af, Ib, bg 1t 
ſo wird afbgehdkel das verlangte Polygon fern, 

Beweis. Da abcde ein regulaͤres Polygon iſt, 
und daher (K. 32) alle Sehnen ab, bc, ock u. ſ. w. 
einander gleich ſind, ſo ſind auch (F. 241) die Bogen 
ab, be, cd u. ſ. w. einander gleich. Es find daher 
auch (Grundſ. 14) deren Hälften, nehmlich die Bogen 
af, Ab, bg u. f, w. einander gleich. Folglich ift 
($. 270) afbgehdkel das verlangte Polygon. 


"A 273. Aufgabe. 
Wenn in einem Kreſſe ein reguläres 
TT a 


Polygon afbechdbel Fig, 130 von irgend einer 
geraden Anzahl Seiten eingeſchrieben ift, 
in denſelben Kreis ein reguläres Polygon 
von halb ſo vielen Selten als das gegebene 
einzuſchreiben. 

Aufloͤſung. Man verbinde die Endpunkte der 
einen jeden Polpgonwinkel einſchließenden Sehnen durch 
eine gerade Linie, wie ab, bc, cd u. ſ. w.: fo wird 
abcde das verlangte Polygon ſeyn. T 

Beweis. Da afbgchdkel eine regulaͤre Figur 
Wt, und daher (S. 32) die Sehnen /, fb, bg u. f. w. 
einander gleich ſind, fo find es auch (H. 34) die Bo⸗ 
gen af, fb, bg u. ſ. w. Es ſind daher auch (Grund⸗ 
{aß 12) die doppelten Bogen ab, bo, cd u. f. w. ein⸗ 
ander gleich. olglch iſt G. 279) abode das ee 


2» on. 
d: ai Aufgabe. | 


, In einen gegebenen Kreis 4500 Fig,137 
ein Quadrat einzuſchreiben. 
Auflöſung. Man ſetze zwei Durchmeſſer 40, 
BD ſenkrecht auf einander und verbinde deren Ende 
punkte durch AB, 50, CD, DA: fo it 4800 
das verlangte Quadrat. ö 
Beweis. Da (F. 28) alle Winkel um E, als 
rechte, einander gleich find, fo find es auch ($. 239) 
die vier Bogen AB, BC, CD, D; folglich ift 
($.270) 4 ein reguläres im Kreiſe eingeſchriebe⸗ 
nes Viereck oder ein Quadrat (H. 44). , 


K. 275. Zuſatz. 
Halbirt man die Bogen BA, AD u. f w. in 7, 
G 3c und Mei BF, Fd, AG, 6D ie fo läßt fib Ü 
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(F. 272) in den gegebenen Kreis ein reguläres Achteck 
einſchreiben; und ſo kann man durch fortgeſetztes Hal⸗ 
biven der Bogen in jeden gegebenen Kreis ein regulaͤtes 
16, 32°, Ggeck ꝛc. einſchreiben. 


$. 276. Aufgabe. 

In einen gegebenen Kreis 486 Fig. 135 
ein regulätes Sechseck einzuſchrelben. 

Auflöſung. Man ziehe, einen Durchmeſſer G, 
und beſchreibe aus D mit DC einen Kreis ECBH, 
Man ziehe CB, OE, verlängere fie bis 7^ und 4 und 
ziehe 4B, BD, DE u. ſ. w., fo wird ABDEFG 
das verlangte Sechseck ſeyn. 

Beweis. Da nach der Conſtruction ble Dreiecke 
ECD, De gleichſeitig find (S. 50), fo iſt (S. 18 f. VT.) 
jeder der Winkel ECD, DCB = AR; folglich ift, 
weil (F. 68) ECH + HCA 2 R, auch BC — 
J R. Da nun (F. 73) TCD — ACG, DCB — GCF 
und ACB = FCE: fo fü nd alle um C herumliegende 
ſechs Winkel, daher auch (F. 239) die Bogen AB, 
BD, DE x. einander gleich. Folglich ift ($. 270) 
ABDEFG die verlangte Figur. "n 


$. 277. Zuſatz. 


Da das Dreieck DBC gleichſeitig ift, daher DB 

= DC: fo if die Seite des in einem Kreiſe einzu⸗ 
ſchreibenden regulären Sechsecks dem Halbmeſſer eben 
dieſes Kreiſes gleich. Man kann daher auch in einen 
Kreis ein regulaͤres Sechseck einſchrelben, wenn man 
aus einem in deren Peripherie beliebig genommenen 
Punkte den Halbmeſſer ſechs mahl herum trägt. 
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$. 278. Zuſatz 2. 

Zieht man AD, DF, FA, fo giebt (S. 273) 
ADF ein in demifelden reife eingeſchriebenes regulaͤres 
Dreieck. Auf ähnliche Art kaun man (§. 272) in dem 
gegebenen Kreiſe ein reguläres Polygon von 12, 24, 
48 u. ſ. w. Selten einſchreiben. 


$. 279. Lehrſatz. 

Wenn man die Peripherie eines Kreiſes 
^ abcde Fig. 130 in irgend eine Anzahl (jedoch 
mehr als zwei) gleicher Theile ab, be, cd xc 
theilt und durch die Theilpunkte a, b, c.46 
dem Kreiſe Tangenten EA, AB, BC, CD führt, 
fo bilden dieſe ein um ben Kreis befchriebe> 
nes reguläres Polygon von eben fo vielen 
Seiten als der Kreis Bogentheile hat. 

Vorbereitung. Aus dem Mittelpunkte O des 
Kreiſes ziehe man die Halbmeſſer Oa, Ob, Oc ꝛc., 
fo werden (F. 240) die hierdurch um O entſtehenden 
Winkel alle einander gleich ſeyn, weil es die Bogen 
ab, be x. find. Da nun, nach der Vorausſetzung, 
deren Anzahl wenigſtens drei ſeyn muß, und (§. 71) 
alle um O herumliegende Winkel zuſammen vier rechte 
bezragen, fo kann jeder dleſer Winkel nicht mehr als 
$ R betragen, und jede zwei der Linien Oa, Ob, 
Oc x. werden einander in 0 ſchneiden. Es mëtten 
daher (§. 212) die auf jedem der Halbmeſſer ſenkrechten. 
Tangenten, AB, BC, CD x. einander in 8, C, 
D ic, ſchneiden. Man ziehe OA, OB, 00 x. 

Beweis. In ben rechtwinklichten Dreiecken O Za, 
O Ab ijt ($.36) Oa Ob, und O A beiden gemein, folge 
lich ift (. 93) 4a — Ab, Z AOb = 402; C OAb 
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8 Es ift alfo Z bOa , Aar bAa 

. OAb. Aus gleichem Grunde (ft T bOc =: 

CR 2. BOb und bBc = 2. OBb, Nun find die Bo⸗ 

gen ab, bc und daher ($. 240) die Winkel aOb, 00 
gleich: es ID daher (Grundſ. 14) / 0b = BOb. 

In den Dreiecken 40b, BOb if demnach 


F. 40b = BOb, Z AbO = BO — HR, und 


Ob beiden gemein: folglich iſt (F. 83) Ab — Bb und 
L. OAb = OBb, Da nun Ab — Bb, alfo AB 
== 2 , Ab und eben fo erweislich ift, daß AE — 
2. Aa, fo ift, weil, nach Obigem Ab — Aa (Grund⸗ 


ſatz 12) AB = AE. Auf eben die Art wird bewies 


ſen, daß auch alle übrigen Seiten der Figur einander 
gleich find. 

Da ferner OA — op. daher (Grundſ. 12) 
a, Ob = 2. OBb, und nach Obigem ab —_ 
a, OAb, bBe = 2 OBb: fo ift aAb — bB. 
Auf eben die Art wird bewleſen, daß alle uͤbrigen 
Polygonwinkel dieſer Figur einander gleich ft ſind. Folg⸗ 
lich iſt (S. 32) ABCDE eine regulaͤre Figur und 
G. « 262) um sur Kreis Seiren i 


$. 280. Aufgabk. . 
Um einen gegebenen Kreis abcde Fig. 130 
ein reguläres Polygon von irgend einer 
Anzahl Seiten zu beſchreiben, vorausgeſetzt 
feine Peripherie laſſe ſich in fo viele gleiche 
Theile theilen als das Polygon Seiten 
aben folk. 
Aufloͤſung und Beweis, Man thelle die 
Peripherie des Kreſſes in fo viele gleiche Theile ab, 


bo, cd ic als das Polygon Seiten haben ſoll; ziehe 


— 


WERT * 


durch die Thelſpunkte a, b, c x. die Tangenten mA; 
AB, BC ze. und verlängere fie bis fie einander ſchnei⸗ 


den: fo ift (F. 279) ABCDE das verlangte Polygon. 


$. agt. Zuſatz. i 
Da fi ch die Peripherie eines jeden Kreiſes ($.à 74) 
in vier, und X$. 276) in ſechs gleiche, Theile theilen 
laͤßt, ſo läßt ſich um jeden gegebenen Kreis ein Qua⸗ 
brat und ein regulares Sechseck, desgleichen ($. 273) 
ein regulaͤres Dreieck befchreiben. Eben fo läßt fid) 


(. 272) um jeden gegebenen Kreis ein reguläres -82; 


162, 32td, desgleichen ein 122, 24:, 48ed x, bea 
beſchreiben. £54 
$, 282. Aufgabe. : 
um ein gegebenes reguläres Polygon 
abede Fig. 130 einen Kreis zu beſchreiben. 
Aufloſung. Man halbire irgend zwei auf eins 
Ne folgende Winkel aed, edc durch die Linien eO, 
0, fo muͤſſen dieſe einander in O ſchneiden. Denn es 


ift ($. 139) pes Ss 2 — 


alſo kleiner als zwei rechte, folglich deſſen Hälfte de 


IR. Eben fo it edo T R, alſo deO Led 


* 


«C 2 R5 folglich muͤſſen (F. 224) eO, dO einander 
in at einem Punkte O ſchneiden. Man beſchreibe 
nun aus 0 mit Oe einen Kreis, fo wird dieſer der 
verlangte ſeyn. 

Beweis. Man ziehe Oe, Ob, Oa. i 

Da ($.32) die Polygonwinkel aed, ede einander — 

gleich find, fo ſind es auch ihre Hälften guis Ode; 
figo ift ($. 58) Oe — Od. 

In den Dreiecken Oed, Ode ift (S. 32) a a 
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Od beiden gemein und Z Ode — Ode: folglich ift 
(§. 53) O — Oe =. Od und / Ocd — Oed 
"ss Zoe = dob F. 32). Auf eben die Art wird 
bewiefen, daß Ob, Oa den Linien Oe, Od 1€. gleich 
ſind. Es wird alfe der aus O mit Oe beſchriebene 
Kreis durch die Winkelſpitzen a, b, c 36, der Figur 
gehen, und folglich (§. 263) um fie beſchrieben (epu. 
82 $. 283. Zuſatz. , ` 
Man kann alſo in jedem regulären Polygon einen 
Punkt O finden, welcher von allen Winkelſpitzen des 
Polygons gleiche Entfernung hat, und dieſer Punkt 
heißt der Mittelpunkt des Polygons; er ijt 
zugleich der Mittelpunkt des um dieſes Polygon zu 
beſchreibenden Krelſes. Jeder Winkel am Mittelpunkte 
des Polygons, deſſen Schenkel durch zwei auf einander 
folgende Winkelſpitzen dieſes Polygons gehen, wie aOb 
heißt ein Cent riwinkel deſſelben. 


ij S. 284, Zuſatz. 

Jede gerade Linie Oa Fig. 130, welche vom Mit: 
telpunkte eines regulären Polygons nach dem Scheitel 
@ eines feiner Polygonwinkel bae gezogen wird, halblyt 
diefen, Und umgekehrt muß jede Linie, welche wie Oa! 
einen Polygonwinkel bae halbirt, durch den Mittels 
punkt O des regulären Polygons gehen. 


* 


§. 285, Lehrſatz. 

Wenn aus dem Mittelpunkte O eines 
regulären Polygons abcde Fig. 130 nach allen 
Winkelſpitzen deſſelben gerade Linien Oa, 
Ob, Oe gezogen werden, fo wird das Poly⸗ 


f 
b ^ Ke 


gon in fo viele kong tuen te gleich ſchenklich te 
Dreiecke Hab, ouo; Ocd ꝛc. zerlegt, als eó 
Seiten hat. 

Beweis. Da O der Mittelpunkt der Figur ift, 
ſo i ($. 283) Oe — Ob — Oc ꝛc. Die Dreiecke 
Oab, Obe, Oed ſind alſo gleichſchenklicht (F. 40); 
und da. überdies ($. 32) die Polygonſeiten ab, bc, cd ꝛc. 
einander gleich find, fo mëtten ($.60) jene Dreiecke 
guch congruent ſeyn. 


H. 286. Zuſatz. 

Da, alle die gleichſchenklichten Drelecke Oab, Obo, 
Oed ic. die Polygonſeiten zu Grundlinien, und den 
Mittelpunkt des Polygons zum gemeinſchaftlichen 
Scheitel haben, fo gelten von ihnen auch alle ín 
$$. 86, 87, 88, 89 bewieſene Saͤtze; und es folgt 
daraus: 

I. Ein aus dem Mittelpunkte 0 eines 
regulären Polygons abcde Fig. 130 auf irgend 
eine feiner Seiten ae gefällter Perpendickel 
On halbirt dieſe Seite und den ihr zugeho⸗ 
rigen Centriwinkel aOe ($. 86). 

II. Eine aus dem Mittelpunkte eines 
regulären Polygons nach der Mitte der os 
lygonſeite ae gezogene gerade Linie On fies, 
het auf letzterer ſenkrecht und halbirt den 
Centriwinkel aQe (S. 87). 

HL Ein aus der Mitte n ber Polyg on- 
ſeite ae errichteter Perpendickel gebet durch 
den Mittelpunkt Q des Polygons und hal: 
birt den Centriwin kel 40% (S. 88). 

IV. Jede gerade Linie On, welche ben 


— — 172 = 


Cen triwinkel aOe eines regulären Polygons 
balbirt, ſtehet auf der dieſem Winkel juges 
hörlgen Polygonfeite ae ſenkrecht, und hal⸗ 


-b irt ſie. 


S. 287. Zuſatz. 

Man kann daher auch den Mittelpunkt eines vegue 
lären Polygons abede Fig. 139 finden, wenn man 
zwei auf einander folgende Polygonfeiten ae, ed in n 
und m halbirt; und darauf Perpendickel 20, m 
errichtet, welche (. 212) einander Ce muͤſſen, 


weil ($. 139) C aed = eg alſo Sa R; 


und da (F. 286. III jeder berſelben dure den Mittel⸗ 
punkt des Polygons geht, fo kann dies nur ihr Durch⸗ 
ſchnittspunkt 0 ſeyn. Jede aus 0 nach dem Scheitel 
e eines Polygonwinkels gezogene gerade Linſe Oe, 


giebt (F. 28 3) den Halbmeſſer des um das Lausch zu 


beſchrelbenden Kreiſes. 
Fg. 288. Lehrſatz. 
Alle Centriwinkel aOb, bOc, cod 1c. hz 


gend eines regulären Polygons abede Pig. 
130 ſind einander gleich; und jeder derſelben 


beträgt mit einem Vologonwinkelzuſammen 
8 zwei Rechte. , 

Beweis. Die Centriwinkel ſtehen in den (8.285) 
qongruenten. Drelecken um 0 den, gleichen Polygonſeiten 
ab, bc, cd gegenüber und muͤſſen alſo (F. 60) einau⸗ 
der gleich ſeyn; und da fie (F. 71) zuſammen vier tdi 


A 


ten gleich (inb, fo beträgt jeder derſelben £u wenn 7 


die Anzahl der Selten des ben pelgens be⸗ 
EST 


f 


Nun aber beträgt (8. 139) der Polpgenwinkel 
irgend eines regulären Poſygous von n Seiten 


2 R — 5 Folglich beträgt der Polygonwiukel nebſt 


dem Centriwinkel 2 R — LE n en ez 8 R. 


$.289. Lehrſatz. 

Wenn man aus dem Mittelpunkte 0 
eines regulären Polygons abede Fig. 130 auf 
jede Polygonſeite einen Perpendickel Om, 
On e fallt, fo find alle dieſe Perpendickel, 


welche zugleich die Hohen ber um O herum Er 


liegenden congruenten Dreiecke geben, eins 
ander gleich. RAR Ce 

Beweis. Denkt man fid) um dieſes Polygon 
einen Kreis beſchrieben, fo find bie Polygonſeiten ae, 
ed ꝛc. Sehnen dieſes Kreiſes; und da fie ($. 32) alle 
einander gleich find, fo haben fie ($. 224) gleiche Ent⸗ 
fernungen vom Mittelpunkte. 

Dleſer Abſtand des Mittelpunktes eines regularen 
Polygons von irgend einer ſeiner Seiten heißt ſein 
Apothe ma, oder der kleine Halbmeſſer. : ` 

Ge f $. 290. Zu ſatz. 

Da (F. 289) alle Höhen On, Om der Dreis 
ecke Oae, Oed x, Fig. 130 einander gleich ſind: ſo 
ift (F. 160) jeves reguläre Polpgon abede einem Drel⸗ 
ecke gleich, welches deſſen Perimeter zur Grundlinie 
und ſein Apothema Om zur Höhe hat, 

i; $. agr, Aufgabe. 
In ein gegebenes reguläres Polygon 
ABCDE Fig. Io einen Kreis einzuſchreibe n. 
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Auflöſung. Man halbire irgend zwei auf eins 
ander folgende Polygonſeiten AB, BC in b und e, 
und errichte darauf die Perpendickel 50, cO, bis ſie 
einander in 0 ſchneiden. Beſchreibe aus O mit Ob 
einen Kreis, fo wird dieſer der verlangte ſeyn. 
Beweis: Man faͤlle aus O auf BC, CD 
DE 1c, die Perpendickel Oe, Od, Oe. 
Da (F. 287) O der Mittelpunkt des Polygons iſt, 
ſo ſind (§. 289) die Perpendickel Oa, Ob, Oo ze. eins 
ander gleich. Ein aus O mit einem biefer Perpendickel 

Ob beſchriebener Kreis muß alſo durch die Punkte c, 
d; e ic. gehen. Da nun die Polygonſeiten AB, BC, 

CD auf den Halbmeſſern dieſes Kreiſes in deren End⸗ 

punkten ſenkrecht ſtehen, und daher ($. 226) Tangenten 

des Kreiſes abede find, fo ift (F. 263) dieſer Kreis in 

dem Polygon ABCDE eiugeſchrieben. 

$. 292. Zuſatz. Tt 

Da ($. 286. J.) die Endpunkte a, b, c 3c. der 

Perpendickel Oa, Ob, Oc 26, in der Mitte der Poly- 
gonſeiten 447, AB, BC :. liegen, fo wird der in 
ein reguläres Polygon ABODE eingeſchriebene Kreis 

jede Polygonſeite in deren Mitte berühren. 


$. 293. Aufgabe, 

In ein gegebenes reguläres Polygon 
ABCDE Pig. 130 ein reguläres Polygon von 
eben fo vielen Seiten einzuſchrelben. 

Auflöfung, Man halbire die Seiten des gege⸗ 
beuen Polygons in den Punkten a, b, e, d, e und 
verbinde jede zwei auf einander folgende Theilpunkte 
durch eine gerade Linie ab, be x., (o wird abcde, 
das verlangte regulaͤre Polpgon Ten, 


n 


Beweis. Man ſchreibe (F. 291) in das gene, 
bene Polygon einen Kreis ein, fo muß diefer (§. 292) 
durch die Theilpunkte u, b, © 1c, gehen. Man ziehe 
ferner aus dem Mittelpunkte 0 die Linien Oa, O4, 
Ob OB x. i 

Da ($. 288) die Winkel AOE, AOB, .BOC x. ı 
einander gleich find und ($. 286 II) jeder diefer Winkel 
durch eine der Linien Oa, Ob, Oc 3c. halbirt wird, (2 
find alle Winkel um 0, nehmlich A 0a, Ob, Bob, 
BOc x. einander gleich. Es find daher auch (Grunde 
fa 12) die Winkel aOb, bOc, cod ic. und daher 
auch (§. 239) die Bogen ab, bc, cd ic. einander gleich. 
Folglich ift (§. 270) abode ein reguläres Polygon, und 
(S. 261) in SE eingeſchrleben. 


F. 294. Aufgabe. 
um ein gegebenes reguläres Polygon abede 
Fig. 130 ein reguläres Polygon von eben fo vielen 
als das gegebene zu beſchrelben. 

Aufloͤſung. Man beſchrelbe ($. 282) um das 
gegebene Polygon einen Kreis und ziehe (F. 229) durch 
die Scheitelpunfte a, b, c ze. dieſem Kreiſe Zongen: 
ten, fo werden dieſe in A, B, C 16 einander ſchneis 
den und 450 D wird das verlangte Polygon feyn: 
Beweis. Da abcde ein regulaͤres Polygon, und 
daher ($. 32) ab — be — cd ic., fo find. auch (F. 241) 
die Bogen ab, bc, cd einander gleich; alſo iſt die 
Peripherie des Kreises in den Punkten a, b, c, d in 

fo viele gleiche Theile geiheilt, als das gegebene Polygon 
Seiten haben ſoll. Folglich iſt (S. 279) 40D ein ret 
guläres Polygon von eben fo vielen Seiten, und (F. 2619 
um abcde beſchrieben. 
We t 


* 


Ce 


Dritter Abſchnitt. 


Von ben Verhaͤltniſſen und der Aehn⸗ 


ee ber Figuren. 


€rftes K 51 
Lehnſätze aus der Arithmetik. 


ET 295. Erklärung. 


Geben von einerlei Art, „AB, 65 Fig. 196 heißen 
eommenfurabel, wenn entweder die eine CD durch 
„öfteres Aneinanderfügen der zweiten AB erzeugt wer⸗ 
den kann wie Fig. 138, oder wenn cd wie Fig. 139 
zwar nicht durch die andere ab ſelbſt, jedoch durch 
einen gewiſſen genau meſſenden Theil derſelben (hier 


den dritten) erzugt werden kann; das heißt wenn entweder 


die eine Groͤße AB ſelbſt, oder ein genau meſſender 
Theil von ihr ein Maaß *) der andern CD iſt. 


*) S. umriß der mathemgtiſchen Wifenfhaften . 2. 
4 . 
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Größen heißen incommenfurabel, wenn kein 
Theil der einen, ſo klein man ihn auch nehmen mag, 
die andere erzeugen kann, oder ein Maaß der andern iſt. 


$. 296. Zuſatz. 

Wenn zwel Größen commenſurabel find, fo laßt 
fib, wenn man die eine AB derſelben als Einheit 
annimmt, die andere CD durch eine abſtracte, ganze 
oder gebrochene, d. h. durch eine rationale Zahl 
ausdrücken. Iſt nehmlich Fig. 138 die AB ſelbſt ein 
Maaß der andern OD, (o läßt letztere fid) durch eine ganze 


Zahl (hier durch 4) ausdruͤcken. Iſt aber Fig. 130 


ein aliquoter Theil ag der einen ab ein Maaß der 
andern ed, wie hier der dritte Theil der ab, fo laͤßt 


ſich die andere cd durch einen Bruch ausdruͤcken, wels 


cher anglebt, wie oft der dritte Theil der ab auf cd 
getragen werden kann, und welcher hier 2 ift, 

Der Theil ag, welcher die cd mißt, wird, weil 
er auch ein Maaß von ab ift, das gemeinſchaft— 
liche Maaß der Groͤßen ab, cd ſeyn. ; 

Sind aber zwei Größen ab, ce Fig. 139 incor 
menſurabel, fo laßt ſich, wenn bie eine ab als Einheit 
angenommen wird, die andere ce weder durch eine 


ganze noch durch eine gebrochene Zahl ausdrücken, d. h. 


fie ift eine irrationnate Zahl. Man kann jedoch 


dem Werthe derſelben ſo nahe kommen, als man nur 


immer will. 

Denn geſetzt ag (ey der hunderte Theil der Größe 
ab, und laſſe, nachdem er 479 mahl von cd hinweg 
genommen worden iſt, einen Reſt de, welcher kleiner 
als ag ift, fo wird ce > 479. ag und ce < 480. ag 
ſeynz, oder well ag — 11. ab, ce > 433 ab und 
| N 


et 3 de 

ce C 433 ab. Nimmt man nun ab als Einheit 
an, fo if ce > $22 und ce < 488. Die Zahl, 
welche die Linle ce ausdrückt, muß alſo zwiſchen 425 
und 4&2 liegen unb alfo um weniger als Tus von jeder 
dieſer Zahlen unterſchleden ſeyn. i t 

Iſt ag = £455 ab, und kann diefe Große 4795 
mahl auf ce getragen werden, bis ein Reſt de < ag 
bleibt, fo ift die Zahl, welche die Größe de ausdruͤckt, 
größer als 4885 umb kleiner als 4338. Ihr Werth 
wird alſo um weniger als ss von jeder der Zahlen 
4225, 4328 unterſchieden ſeyn. Und fo kann man, wenn 
man ſich ab in eine noch größere Anzahl gleicher Thelle 
getheilt denkt, für ce eine Zahl erhalten, welche von 
ihrem wahren Werthe um ſo wenig als man will un⸗ 
terſchleden ift. ME : 


$. 297, Erklärung. 
Das (geometriſche) SBerbáltnig einer 
Größe cd zu einer andern ihr gleichartigen ab ift die 
Beſtimmung wieviel die Größe cd von der andern ab 
enthaͤlt. m í a 
Die Zahl, welche den Werth der Größe cd gegen 
ab beſtimmt, wird alſo dieſes Verhältniß anzeigen, 
und dieſe Zahl heißt der Exponent des Verhält- 


niſſes. 
$. 298. Zuſatz. " 
Das Verhältniß zweier commenſurablen Größen 
wird alfo eine rationale Zahl zum Exponenten haben 


(F. age), und mau neunt dann das Verhältuſß IR 


ein rationales Verhältniß. 
Das Verhaͤltniß zweier incommenfurablen Größen 
wird eine irrationale Zahl zum Exponenten haben ($.296) 


D 
SS 3 v7 


und man nennt dann das Verhaͤltniß ſelbſt ein irra⸗ 
tionales Verhältniß. 


F. 299. Willkührlicher Satz. 

Da (F. 297) der Exponent des Verhältniffes einer 
Größe A zu einer andern B angiebt, wieviel Theile 
der B die Größe A enthalte, alſo wie oft B in A 
enthalten iſt, ſo bezeichnet man das Verhaͤltniß durch 
das gewoͤhuliche Diviſions zeichen, indem man die als 

Einheit genommene Größe in die Stelle des Diviſors 
ſetzt. Es wird alfo 4: BB das Verhaͤltniß der Größe 
A zu B bedeuten; und bezeichnen wir deſſen Exponenten 


durch g, fo it qo; 4 — Bg, B. So iſt 
der Exponent des Verhältuiſſes 4 20 — db — 45 


` 2 
der Exponent von 8y^2 : 4 = no -— SN 3 


— 


Bann 

Ju jedem Verhältniffe heißt das links befindliche 
Glied, das Vorderglied, und das rechts befindliche 
das Hinterglied des Verhältniffes. Ju 2014 
iſt 20 das Vorderglied und 4 das Hinterglied. 


F. 300. Erklärung. 

Ein Verhältniß 4: B iſt einem andern 

C : D gleich, wenn die Größe 4 eben fo viele Theile . 

der ihr gleichartigen B als C Theile der D enthalt, 

oder wenn die Exponenten beider Verhaͤltniſſe gleich 

ſind. So ſind die Verhältniſſe 20: 4 und 15: 3 
einander gleich, weil der Exponent beider 5 ift. 

Ein Verhaͤltniß : B ift größer als ein anderes 

©; D, wenn A mehr Theile von B als C Theil 

\ Ma 
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der D enthaͤlt, alfo wenn der Exponent des erſten 
größer als der des andern iſt. Z. B. das Verhältniß 
28 : 4 ift größer als 15 : 3; weil bei erſterem der Er: 
ponent 7, beim zweiten aber 5 ift. 

Sind daher zwei Groͤßen und B einander: gleich, 
fo hat jede von ihnen zu einer und derſelben dritten C 
einerlei Verhaͤltniß. Sind aber zwei Größen 1, B 
ungleich: fo hat die größere A zur dritten C ein größer 
res Verhaltniß als die kleinere 5 zu C. 

Umgekehrt hat eine Größe C zu jeder von zweien 
gleichen Größen A, B einerlei Verhaͤltniß, zu unglei⸗ 
chen Größen aber ein ungleiches Verhaltuiß: zur groͤ⸗ 
ßern ein kleineres als zur kleinern. Z. B. 515 K 510. 

Man bezelchnet ſowohl die Gleichheit als die Un⸗ 
gleichheit zweier Verhaͤltuiſſe dadurch, daß man die 
bekannten Zeichen der Gleichheit und Ungleichheit zwi⸗ 
(den fie ſetzt und ſchreibt: alſo 20: 4 — 15: 3 
28:4 2 15: 3. 


$. 30r. febrfat. 

Werden die beiden Glieder eines Vers 
haͤltniſſes 4: B mit einerlei Zahl m multi- 
plicirt oder durch einerlel Zahlen dividlrt, 
fo ift ſowohl das Verhältniß der Producte 
mA: mB als das der Quotienten 4:2 
dem gegebenenen Verhältniſſe gleich. 
Beweis. Der Exponent des Verhaͤltniſſes 4: B 


ift ($. 299) = ge und eben fo der des Verhältniſſes 
md 


md 214 
mA:mB = 51 mB' Da aber — BON fe og 


Se? 
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beide Verhaͤltniſſe gleiche Erponenten, und ſind alſo 
einander gleich ($. 300), 

Desgleichen iſt (F. 299) der un des Bers 
hältniſſes £ i e — x D z alfo. dieſes Ver⸗ 


haͤltniß A geréit ux B Kë 


Werden z. B. die beiden Glieder des Verhaͤltniſſes 
8:: 24 durch 2 multiplicirt aber dividirt, (o iſt jedes der 
Verhaͤltniſſe 16. 48 und 4 : 12 dem gegebenen Ver⸗ 
hältniſſe 8.1 24 gleich, indem der Exponent eines jeden, 

. 4 ift. 


$. 302, Le hrſatz. 

Jedes Verhältniß irgend zweier Orda 
Ben A: B ift einem Verhältuiffe in abſtrac⸗ 
ten Zahlen gleich, deſſen Vorderglied ber 
Exponent q des gegebenen Verhaͤltniſſes 
und deſſen Hinterglied me Einheit if. Es 
ift nehmlich 4: B: 

Beweis. Der an: d des gegebenen Vera ` 
haͤltniſſes (ep irgend eine Zahl, z. B. ^^, fo zeigt er 
an, wie viele Theile der Größe B in A enthalten 
find ($. 297); und eben fo viele Theile der Einheit 
enthält dieſer Exponent q (^5) ſelbſt; folglich ift (8. Zoo) 
4: D — gits 1, FED wenn wir ($.301) 
beide Glieder des Verhaͤltniſſes La : 1 mit 3 multiplis 
ren 4: B ig: 3. 


§. 303. Lehr ſatz. 
Wenn jedes von zweien Verhaͤltuiſſen 
4:B, C: D einem dritten E: Fagleich ift, 
ſo find ſie auch einander gleich , 
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Dewels. Der Exponent des Verhaͤltniſſes A:B . 
(ft dem des Verhaͤltuiſſes E : F gleich ($. 300), und 
eben fo iſt der Exponent des Verhältuiſſes C : D dem 
von E: F gleich; folglich haben (Grundſ. 4) die 
Werhaͤltniſſe 4: B, C : D gleiche Exponenten und 
find alſo einander gleich ($. 300). 


$. 304. Erklarung. 

Ein Verhältniß heißt aus zweien oder meh⸗ 
reren andern zuſammen geſetzt, wenn fein Vor⸗ 
derglied dem Producte aller Vorderglieder, und fein 
Hinterglied dem Producte aller Hinterglieder der gege⸗ 
benen Verhaͤltniſſe gleich ift. So ift das Verhaͤltniß 
4X 5 16 X15 oder 20: 240 aus den beiden Vechaͤlt⸗ 
niſſen 4: 16 und 5:15 zuſammen geſetzt. Eben fo if 
das e abc : def aus den Verhältniffen a: d, 
b: f zufammen geſetzt. 

Um Ain ne daß ein Verhaͤltniß aus mehreren 
‚andern zuſammen geſetzt ſey, ſetzt man zwiſchen die 
zuſammenſetzenden Verhaͤltniſſe das Zeichen . Alſo 

20 : a4 — (4:16) + (5:15); abe : def = 
(a: d) . : e) -F Co . 

$. 305. Zuſatz. 

Bei der Zuſammenſetzung der gotëteit muͤſſen 
die Glieder derſelben als abſtracte Zahlen betrachtet 
werden (welches ($. 302) Immer geſchehen kann), weil 
ſonſt keine Multlplication der gleichnahmigen Glieder 
ſtatt findet. 

$. 306. Zuſatz. 

Der Exponent eines aus mehreren Verhaͤltulſſen 
zuſammen geſetzten - Verhältniffes tft dem Producte der 
Exponenten der zuſaumenſetzenden Verhältuiſſe gleich. 


— 183 — 


Denn (ft abe: def — (a: hy + (b: e E Cil 
ſo it (F. 2900 der Exponent des zuſammengeſetzten 


Verhaͤltniſſes = SG die Crponenten der zuſammen⸗ 
ſetzenden Verhaͤltnſſſe aber find I 2 7 (S. 299) und 


ihr Product ift 44% alfo dem Exponenten des zuſam⸗ 
men geſetzten Verhälktniſſes gleich, 


Beiſpiel. Der Exponent A des Verhältniſſes 

20: 240, welches aus den Verde [tnifen 4: 16 und 
5 15 9 geſetzt iſt, iſt dem Producte fe X 
= Ax; der Erponenten eben dieſer Verhaͤltuiſſe gleich. 


$. 307. Erklärung. 

Wenn ein Verhaͤltuſß aus mehreren gleichen Ver⸗ 
haͤltniſſen zuſammen geſetzt wird, ſo heißt es ein ver⸗ 
vielfachtes Verhältuſß von jedem der es zuſam⸗ 
men ſetzenden. Iunsbeſondere heißt ein Verhältniß ein 
quadratiſches, wenn es aus zwei gleichen Verhaͤlt⸗ 
niſſen, ein cubifches, wenn es aus drei, ein biz 
quadratiſches Verhaͤltulß, wenn es aus vier 
gleichen Verhaͤltniſſen zuſammen geſetzt iſt u. ſ. w. 
So z. B. iſt das aus den beiden gleichen Verhaͤltniſſen 
12: 4 und 6 : 2 zuſammen geſetzte Verhaͤltniß 72 : 8 
das quadratiſche Verhaͤltniß von 12 : 4 ober von 6: 2. 
Eben fo ift das aus den drei gleichen Verhältniffen 
12:4,6:2, 915 zuſammen geſetzte Verhaͤltniß 
648 : 24 das cubiſche Verhältniß von 12 : 4, von 
6 : 2 oder von 9 : 3., welches folgendermaßen angezeigt 
wird: 72: 8 . (12:4) 5 648:24 23 · (12:4), 


— 4. m 


F. 308. Zufag. 

Der Exponent des quadratiſchen Verhaͤltniſſes ift 
alſo dem Quadrate des Exponenten eines der zuſammen 
ſetzenden, der Exponent eines cubiſchen Berhaͤltniſſes der 
dritten Potenz des Exponenten eines der einfachen Ver⸗ 
báttuiffe gleich, und fo wird der Exponent irgend 
eines vervielfachten Verhältniffes gefun⸗ 
den, wenn man den Exponenten eines der 
einfachen Verhältulſſe auf diejenige Potenz 
, erhebt, welche deren Anzahl angiebt. 

Der Exponent von 72 ; 8 oder 9 ift alfo das 
Quadrat des Exponenten 3 des Verhaͤltniſſes 12: 43 
ber Exponent von 648: 24 oder 27 ift der Cubus des 
Exponenten 3 eben dieſes Verhaͤltniſſes u. ſ. w. 


$. 309. Erklarung. 
Die Gleichheit zweier Verhaͤltniſſe a: b, er d 
oder 6 : 3 und 18 : 9 nennt man eine Proportion 
und bezeichnet ſie dadurch, daß man zwiſchen beide 
Verhuttniffe das Gleichheitszeichen ſetzt, wie a: b — 
d 6: 3 189. Zu einer Proportlon gehören alfo 
vier Glieder, welche proportionirte Größen heißen, 
und ($. 300) fo befchaffen find, daß die erfte Größe 
eben fo viele Theile der zweiten enthält als die dritte 
Theile der vierten hat. Hat alſo die erſte Größe d 
Theile ber zweiten, ſo wird auch die dritte Theile 
der vierten enthalten. Man kann daher durch aq: d 
cs bg : b jede Proportion darſtellen, wo q jede ganze 
gebrochene oder irrationale Zahl bedeuten kann. ö 
Die vier Glieder einer Proportion brauchen nicht 
alle gleichartig zu ſeyn, wenn nur jede zwei Glieder, 
welche ein Verhaͤltniß bilden, gleichartig find, So find 


\ 


\ 
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die Verhaͤltuſſſe 20 Morgen: 4 Morgen und rodo rthl. 
` 200 rthl. einander gleich und bilden alſo eine Proz 
portion. : 

Von den Gliedern einer Proportion nennt man 
das erſte und dritte ihre Vorderglieder, das zweite 
und vierte aber ihre Hinterglieder. Beide Vorder⸗ 
glieder, fo wie beide Hinterglieder heißen auch gleiche 
nahmige Glieder. Auch nennt man das erſte und 
vierte Glied die äußeren Glieder, das zweite und 
dritte aber die mittleren Glieder. 


$. 310. Erklarung. | 

Eine Proportion heißt eine zufammenhäns 
gende oder ſtetige, wenn deren mittlere Glieder ein⸗ 
ander gleich find, wie a: ö = be; 412 
12: 36. Jedes der mittlern Glieder à. Heißt die míttz 
lere Proportionalgröße zwiſchen deu beiden Zut 
feren a, e; und das letzte Glied e heißt die dritte 
Proportionalgröße zu den beiden erſten a, b, 


§. 31r. Lehrſatz. 

Wenn alle vier Glieder einer Proportion 
asambg:b, 24:8 — 6:2 gleichartig 
oder abfiracte Zahlen find, fo kann man die 
mittleren Glieder verwechſeln und dafür 
ſetzen aq : bg — a: b; 24: 6 8: 3. 
Beweis. Die beiden Glieder aq : bg entſtehen 

aus den Gliedern des Verhaͤltniſſes a : by wenn man 
fit mit q multiplicirt. Es iff alfo (F. 301) aq 4 
a: h. ! E N 

! $ 312. Lehrſatz⸗ 
Werden die beiden Glieder eines Vers 
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hältulſſes irgend einer Proportion og: a 
= % : b; 4:8 = 6:2 als abſtracte Zah⸗ 
len betrachtet, fo ift das Product der dufes 
ren Glieder dem Producte der mittleren 
gleich. Es ift nehmlich ag x b=bgxa 
24 x 2 2 8 x 6. ! 

Beweis. Das Product der äußeren Glieder ift. 
aq X b — agb und hat zu feinen Factotren das 
zweite Glied, den Exponenten und das vierte 
Glied. Das Product der mittleren Glieder a x bo 
= abq hat dieſelben Factoren. Beide Producte muͤſ⸗ 
fen. alſo einander gleich ſeyn. 


. §. 313. Zuſatz. 

In einer ſtetigen Proportlon, deren Glieder abs 
ſtracte Zahlen find, wie a: ö = b: e, 4: 12 
12 : 36 ift daher das Product der äußeren Glieder dem 
Quadrate des mittlern gleich, alſo ac = b, 4 x 36 
22123,1959 12 5 


"s $. 314. Auf gabe. 

Zu drei gegebenen Zahlen a, b, 6 (24, 6, 
8) die vierte Proportionalzahl zu finden. 

Auflöſung. Man multiplieire die zweite und 
dritte der gegebenen Zahlen in einander und dividire 
deren Produet be, 6. 8 durch das erſte Glied, fo — 


SEA, bc 6.8 
wird diefer Quotient — , 7 34: ble gefuchte Zahl ſeyn. 


Bewels. Bezeſchnen wir die gefuchte Zahl durch 
wy daß nehmlich a; b — e: K, fo ift (8. 312) 


«:€ 
4 r bee, alſo & a d 


e Bw mns 


$. 315. Zuſatz . 
Zu zweien Zahlen a, b findet man die dritte Pro⸗ 
Portionalzahl, wenn man das Quadrat der zweiten 
durch die erſte dividirt. Denn aus a: b b: * 


folgt (§. 314) x = = 


$. 316, Zuſatz. 

Zu zweien Zahlen a, D findet man die mittlere 
Proportionalzahl x, wenn man aus dem Producte 
4 . b dieſer Zahlen die Quadratwurzel zieht. Denn 
aus a :x — z b folgt (313) x* — a, b, alſe 
A cm vC a.b x a 


$. 317. Lehrſatz. 
Wenn zwei Producte, deren jedes aus 
zwei Factoren beſteht, einander gleich ſind, 
nehmlich a x d = bx c, 24 x 3 8x 9, 
fo läßt fid) aus ihnen eine Proportion bilz 
den, indem man die Factoren des einen 
Products zu äußeren, und die Factoren des 
andern Products zu mittleren Gliedern 
nimmt. Es iſt nehmlich a: b — e: d. 24:8 


-—9: 3. 
Beweis. da a db Ro, ſo W 


Sa = EP 7 oder 2 Pe PO Es ift aber (F. 299) tT 
der Exponent des Verhaͤltuiſſes a: b und 4 der Ex⸗ 
ponent des Verhaͤltniſſes c: d, folglich ift C$. 300) 


a ; bed. 


I 


4 
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$. 318. Zuſatz. 

e daher das Product zweier Factoren dem 
Quadrate einer Zahl gleich ift, nehmlich a xd ba, 
12 * 3 2 66, fo ift dieſe Zahl die mittlere Pro⸗ 
portionalzahl zwiſchen den Faetoren jenes Products. 
Es iff nehmlich a : b — b: d; 12:6 6: 3. 

. $. 319. Zuſatz. 

In jeder Proportion a: ) = : d, 24: 6 
= 8: 2, laſſen fid) die Bier umfehren und bie 
Proportion b: a die, 6:24 = 2:8 wird 
noch immer ſtatt finden, et. auch in dieſer umgekehr⸗ 
ten Proportion das Product der äußeren Glieder dem 

der mittleren gleich it (§. 317). 


$. 320. Lehrſatz. i f 
In jeder Proportion a: b od, 24:6 


8: 2, deren Glieder gleichartig oder abe 


ſtracte Zahlen find, verhält fid 

1) die Summe der beiden Vorderglieder 
zur Summe der beiden Hinterglieder wie 
ein Vorderglied zu ſeinem AAR e 
nehmlich 
a+te:b +d=a:b; 243-816 --2— 24:6, 

2) verhält fid) ble Differenz des erften 
und dritten Gliedes zur Differenz des zwei⸗ 
ten und vierten Gliedes, wie das erfte Glied 
zum zweiten, nehmlich: 

EE ER 
=24:6 

Bewels. Der gemeinſchaftliche Exponent der 
Verhaͤltniſſe in der gegebenen P UK ſey a, fo. " a 
= bg und e = dq ($.299) 


Ee Cé 


3,580: 


Die Proportionen . 
a ＋ e: bd a b 
% — 0 -d a: b 
verwandeln ſich alſo in 
bbq ＋ dq: b d = bo: b 
50 — dq 2 b d = hä 5 
in deren jeder das Vorderglied gleich viel, nehmlich o 
Thelle ſeines Hintergliedes hat. 


$. 321. Zuſatz. 
Aus a - U -d=atrb; 
24 ＋ 8: 6 ＋ 2 = 24: 6 
nnd 4 — C b Ma: b; 
24 — 8:6 — 2 2 24:6 
folgt (5. 303) Da 
edoib-dze—cib—dj "` 
e 24 E 8 6 ＋ 22-94 — 8 6 — 2 
In jeder Proportion vier gleichartiger 
- Größen verhält fid die Summe beider Vor: 
derglieder zur Summe beider Hinterglieder, 
wie die Differenz der beiden Vorderglieder 
zur Differenz beider Hinterglleder. 


S. 322. Lehrſatz. ; 
In jeder Proportion a: b — o , 24:6 
8 2 verhält (id 
1) die Summe des erſten und zweiten 
Gliedes zum zweiten, wie die [Summe des 
dritten und vierten Gliedes zum vierten, 
nehmlich a U: ö d: d; 244 66 
S8 2: 2. : 
2) die Difſerenz des erſten und Zweiten 


* 


Gliedes verhält ſich zum zweiten, wie dle 


Differenz des dritten und vierten Gliedes 
zum vierten, vorn‘ a—bib=c—d:d; 
24 — VC I 8 — 2 2 2. 

Beweis. Es fep q der Exponent der Verhäft 
niſſe in der gegebenen Proportion, jo ift a = bg und 
ess dq ($. 299). 


Die Proportionen 
a ＋ b: b SD 4 did 
8 und a — b: bzc—4:4d 
verwandeln 55 alſo in 
bq Eb: b = dg dd 
und bq — b: b —dq—'did 
oder b (J ＋ 1) : b d (d r) d 
und b (4 1): b d (4 - 1) : d. 
In beiden Proportionen haben die ſie bildenden 
Verhaͤltniſſe gleiche Erponenten, nehmlich in der erſten 
q -- 1 und in der andern o — 1; und die Richtig⸗ 


keit dieſer Proportionen folgt alſo aus (§. 300 u. 309). 


— $. 323. Lehrſatze 

In jeder Proportion a: b d, 2426 
e 8 2 verhält ſich 

1) die Summe des erſten und zweiten 
Gliedes zum erſten Gliede wie die Summe 
des dritten und vlerten Gliedes zum drit⸗ 
ten, nehmlich: 

atrb:a=mo+td: 524 +6: 24 

S Taz. ` 

a) Die Differenz des erſten und zwelten 

OGlledes verhält ſich zum erſten Gliede wie 


» 


A 
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die Differenz des dritten und vierten Gies 
des zum dritten, nehmlich: > 

a -D: a = = d: c 24 6 24 

8 2822 8. a 

Beweis. Es fep q der Exponent der Verhaͤlt⸗ 
niſſe der gegebenen Proportion » fo ir ($. 299) b = 


Und bie Proportionen e 
atb:a=c-+t dic 
a - b: a S c -d: e 
verwandeln ſich in 


3 Ha ee e ge 


3 : 
4 (24 1 : a (+) : c und d 
Sanna drei ee 


Gom Dis 


in deren jeder das Vorderglied SIN viele Ze ſel⸗ 
des Hintergliedes hat. N 
F. 324. Lehrſatz. 

Wenn man die Glieder zweier oder SÉ 
serer Proportionen nad) ber Ordnung in 
einander multiplicirt, fo werden die hiers 
aus entftehenden Producte in eben der Ord⸗ 
Hang proportionirt ſeyn. 

Berhält fid) nehmlich 


a:b=c:d 2:624: 1a 
e:f=gth 5 109 9:18 
* 


es m: 3: 423 68 


ſo it auch 
aek ; HH = cgm : din; 2. 5 3:6. 10.4 
4. 9. 6: 12 . 18. 8 
oder 30 : 240 — GC : 1728. 
SGeweis. Die Exponenten der Verhälmiffe a: b, 
„J, I J ſeyen nach der Ordnung p, q, r:- fo ift 
(L. 306) der Exponent des zuſammen geſetzten Verhalt⸗ 
niſſes aek : EN dem Producte por der Exponenten 
gleich; und eben dieſen Exponenten pgr muß auch das 
zuſammen geſetzte Verhältniß eg m: dAn haben; folge 
lich ift (. 309): 
ae: bfl egm : din. 


§. 325. Zu ſatz. | 

Sind daher vier Zahlen in Proportion 
nehmlich: a: b c: d; 24: 6 8: 4, fo 
wird auch eine Proportion bleiben, wenn 
man jedes Glied berfelben in die zweite, 
dritte ꝛc, Potenz erhebt. Denn aus, 

EE d; a: = 8 2 
folgt, wenn man jedes Glied derferben, durch das gleich⸗ 
nahmige der Proportion 

a: b : dz 24:6 8: 2 multiplicirt, 
ap: b — c de; 24: = 8? 32 (S. 324. 

Ebeu ſo wird der Beweis von der dritten, vierten 
und jeder Potenz der Glieder einer Proportion geführt. 

F. 326. Leh rſatz. 

Sind vier Zahlen in Proportion, nehm 
lich a: b oed; 24:6 — 8:2, fo ſtehen 
auch die gleichnahmigen Wurzeln die ſer 
Größen in eben der Ordnung in e 
Schmid: 


Exi103 


VA Y : Vd; 
* F Bei 


% Ve Vu, 
v^mÀ: VR im VÀ. ^s 
u. ſ. w. 


Beweis. Warte nicht Va: Cb o VC: Vd. 
fo ſey eins Pieter Verhaltniſſe größer als das andere, 


etwa Ma: VN ^e: vd. Folglich ift (§. 300) 
Y^ Y und daher, wenn man beide Größen ins 


Quadrat erhebt, Z 5 > 4 Nun iſt (S. 300) 7 der 


Erponent des Verhaͤltniſſes a: b, und Z der des 


Verhältniffes e: d, alfo wire a : b 75 c : d, wel 
ches gegen die Vorausſetzung iſt. Folglich ift 

j VV N N: Vd. 

Eben ſo wird der Beweis von jeder andern Wur⸗ 
zel der Glieder einer Proportion geführt, 


§. 327. Lehrſatz. 

Wenn ein äußeres und ein mittleres 
Glied einer Proportion einem äußern und 
einem mittlern Gliede einer andern Pros 
portion gleich ift, fo bilden die beiden übri⸗ 
gen Glieder ber erften mit den beiden Glie⸗ 
dern der andern in der hingeſchriebenen Ord⸗ 
nunng eine Proportion. Sft nehmlich: 

a: b d; 3:6 8: 10 


' 2b : d; 12: 6 — 20:10 e 
ſo iſt quch a: = g/; 3:5=1:20 >» 


N 
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Beweis. Verwechſelt man in beiden Proportio: 
nen die mittleren Glieder (F. 311), ſo iſt eg 
as , 3 5 EC 

(fmt d; 12 :20 — fr 103 Aere ($.303) 
4 7 3 5 12 20, 


D 328. Lehr ſatz. 

Wenn die beiden äußeren Glieder einer 
Proportion den beiden äußeren Gliedern 
der andern, oder die beiden mittleren Glie⸗ 
der einer Proportion den beiden mittleren 
der andern, oder auch die beiden äußeren 
Glieder der einen Proportſon den beiden 
mittleren der andern gleich find, fo läßt 
ſich eine Proportion bilden, indem man die 
beiden übrigen Glieder der einen Propor⸗ 
tion zu äußeren, und die beiden übrigen 
Glieder der andern Proportion zu mittleren 
Gliedern nimmt. Iſt nehmlich: 

5 8 36 310 
, un 2 — 2 3 — IO 15 
fo iſt auch $5:J gt Crac 

Beweis. Da ($.312) bc = ad; 6.5 — 
4.10 und aud) fg == ad; 16 — 3.18, fo 
ift auch be = fg. 6. 5 — 2» 15; folglich ($.317) 
Kj eed 9333 dd 


$. 329. Lehrſatz. 

Wenn das vierte Glied einer Propor— 
tin dem dritten Gliede einer andern gleich 
ift, fo verhält fid) das Producer beider erften 
Glieder zum Producte beider aude Glie⸗ 


bet wie das dritte Glied ber erften Propor⸗ 
tion zum vierten Gliede der zweiten. Iſt 
nehmlich 

dab = eid; 386 5: 

und f:s-—ld: hs 4 08 2m 1 

fo ift auch af: 7 be —cih h 9.416.815 :20, 
Beweis. Da ($. 324) 

: be = cd diu 3.4.6.8 = 3. 10: 20. IO 
und (§. 300) 

cd; dh — : dz 5. 10: 20. 10 — 5 : 20 
fo ift auch ($: 303) 

(afa bg eoe dj 3 


F. 330. Zu ſatz. 

Wenn daher mehrere Proportionen ſo beſchaffen 
find, baf das vierte Glied eiuer jeden dem dritten 
SGliede der näachſtfolgenden gleich iſt, (o verhalt ſich 
das Product aller erſten Glieder zum Producte aller 
zweiten wie das dritte Glied der erſten Proportion zum 
vierten Gliede der letzten. Iſt nehmlich 

atbzm:n 51625110 


e:f=nvp ER hal 
„gih=p:g 5 7 20 a8 
EI Sr 6:9 228: 42 


fo iſt auch aeg Fr Vfl = m: r$ 388.5626479 


= 33452. 
S S. 337. Zuſatz. 
In jeder ſtetigen Proportion a: bb 105; 4:6 - 
= 6:9 verhaͤlt fid) das erſte Glied zum dritten, wie 
das Quadrat des erſten zum Quadrat des zweiten Glie⸗ 
m nehmlich ) 
we rl 46 16 36. 
S N 2 
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Denn multiplicirt man die Proportion 
a:b-b:c; 4:6 2 629 ’ 
durch b : 6 — b : c3 6:9 —6:9; fot 
($.329) 4 = 0? 20; 4:19 250? 1 9? 
Nun ift auch (§. 325) 
a? : D? — hä: e e 
folglich ift ($. 303) ; 
€36— a“: ba; 4:9 — 45: 6 


$. 333. Lehrſatz. 

Sind mehrere RUN are einander 
gleich, nehmlich a d = „ 
g: h, fo verhalt ſich x an aller Vor⸗ 
derglieder jur Summe aller Hinterglieder 

wie ein Vorderglied zu fei ene 
nehmlich 
atcte+g: dee b 
e; ang 
mei, Da a: b = : d, fo iſt ($. 320) 
e Bo . aber o Ae v 
folglich iſt (g. 303) 

ac EE, dee 
a-c a b d fe: zeg 

folglich a Ges Tog: ERR 


n a:; b. 


$ VA Lehrſatz. 
Wenn zwei Großen 4, a ung leich find, 


fo ift immer ein Blelfaches der kleinern a. 


möglich, welches größer als die größere Aiſt. 
Beweis. Erſter Fall. Wenn die größere der 
Heiden Größen ein Vielfaches der kleinern ifi, wenn 


Li 


1 ——— m RE FR 
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$ B. CD Fig. 138 das m fache (etwa das Taufend: ` 
fache) von AB if, (o ift klar, daß wenn die kleinere 
Größe m r mahl (1001 mahl) an einander geſetzt 
wird, eine Größe ZE erzeugt werden muß, welche 
größer als CD ift, indem der Theil FG derſelben 
ſchon der AB: gleich iſt. 

Zweiter Fall. Die größere cd. der beiden ger 
gebenen Großen ab, cd Fig. 139 fep kein Vielfaches 
der kleinern ab; ſo muß doch die kleinere eine gewiſſe 
Anzahl m mahl (etwa 1000 mahl) in der größern von 
c bis F enthalten ſeyn und einen Theil fd übrig laſ⸗ 
fen, welcher kleiner als ab fft, fo daß ed > m. ab 
C» 1009 . ab) und cd «(m I). ab, (<roo1.ab). 
Setzt man alfo die kleinere Größe ab (m A 1) mahl 
(1001 mahl) an einander, fo muß eine Größe E^ ents 
ſtehen, welche größer als cd ift. 

F. 334 Lehrſatz. SH 

Wenn zwei Größen AB, CD Fig. 138 uns 
gleich find, To ift immer ein gewiſſer genau 
meſſender Theil der größern CD moͤglich, 
welches kleiner als die kleinere AB ber ger 
gebenen Größen iſt, fo klein auch AB ſeyn 
mag. i ) 
„Beweis. Man ſuche ($. 333) ein Vielfaches 

FE von AB, welches größer als CY ift, Dies fev 

das rfade, fo daß r ..4B > CD. Nehmen wir 

nun von beiden Seiten den rten Theil, fo iſt (Grunde 

ſatz 15) ` d > =, oder AB > se Folglich (ft 
der rte Theil der CD kleiner als AB. 

j $.335. Lehrſatz. d 

Wird von einer Größe CD Fig. 140 die 


Hälfte ED genommen; von dieſer Hälfte 
wiederum die Hälfte FD; von diefer Hälfte 
FD.wieberum die Hälfte GD und fo fort, 
fo muß man nad) einer beſtimmten Anzahl 
von Halbirungen auf einen Theil K tome 
men, welcher kleiner als irgend eine geges 
bene der CD gleichartige Größe AB ift, fo 
klein aud) dieſe letztere ſeyn mag. 
Beweis. Es ſey r bie Zahl, welche (F. 334) 
den Theil der CD. beftimmt , welcher kleiner als AB 


ift, nehnuch CD. < AB, 


Nimmt man nun die angezeigte Halbirung an ber 
Groͤße CD r mahl eor, (o wird dieſe ir E uns 
gleiche Theile zerlegt werden, von denen jeder kleiner 
als fein naͤchſtvorhergehender, und alſo kleiner als jeder 
der vorhergehenden ifi; nehmlich FE< CE, GF < 
E u. ſ. w. Der letzte Tbeil DH dft alſo kleiner 


C / n € 
als e um ſo mehr kleiner als = Zeep 


SS < AB; folglich ift (Grundſ. 6) DH < Ah. 


Nach „ Halbirungen wird alfo gewiß ein Theil 
DH echalten, welcher kleiner als AB iſt. 


$. 336. Zuſatz. 

Nimmt man alſo von einer Größe mehr als ble 
Halfte, vom Reſte wiederum mehr als die Halfte, 
vom zweiten Reſte wiederum mehr als die Haͤlfte hin⸗ 
weg und fo fort, fo muß gewiß zuletzt ein Reſt Beie * 
ben, welcher Heiner als irgend eine gegebene noch fo 
kleine gleichartige Groͤße if, i 


— ——— 
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Zweites Kapitel 


Von ben Verhaͤltniſſen und Proportionen gerader 
Linien und der Aehnlichkeit ‚gerablinigter 
E 


$. 337. ebrfat. 


98... man-auf eine gerade Linie AG Fig. 
141 beliebig gleiche Theile AB, BC, CD, DE, 
EF trägt, und durch die Theilpunkte B, C, 
D, E, F parallele Linien BH, CJ, DK, EL, 
£M ziehet, bis fie eine durch den Punkt 4, 
unter einem beliebigen Winkel mit 4G ger 
legte Linie AN treffen, fo wird der Theil 
AM biefer letztern Linie in ben Punkten H, 
J, K, L, M in eben (o viele einander gleiche 
Theile getheilt ſeyn, als die Linie AZ in 
den Punkten B, C, D, E, F getheilt if. 
Beweis. Durch die Punkte 4, 4, K, L 
ziehe man (F. 115) der A die Parallelen He, Id, 
Ke, I/: fo find (F. 140) Be, Cd, De, Ef Paxallelo⸗ 
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gramme und es iſt (F. 141) Hc — BC; Id — CD; 
Ke — DE; Lf — EF. Da aber 4B — BC — 
CD — DÉ Ex: fo iſt auch 4B — Hc = 
Id — Ke -— Lf. 
In den Dreiecken ABH, Hel it AB = He, 
BA = cHI als innerer und äußerer an einers 
lei Seite liegender Winkel ($. 125. HIT) und Z AHB 
= Hlc: folglich ift ($. gu AH — HT. 
Auf eben die Art wird bewieſen, daß die Dreiecke 
He, IKd, Rle, LMf einander congruent find, und 
daß alſo AH — HI = IK — KL — LM. 


$. 338. Aufgabe, 

Eine gegebene begränzte gerade Linie 
AM Fig. 141 in eine beliebige Anzahl (etwa 5) 
gleicher Theile zu theilen. 

Auflöfung und Beweis. An AM lege man 
in A eine unbegränzte gerade Linie AG unter einem 
beliebigen Winkel an; trage darauf einen nach Belieben 
angenommenen Theil AB ſo oft, als die Anzahl der 
Theile angiebt, in welche AM zerlegt werden ſoll; ver⸗ 
binde den letzten Theilpunkt Z^ mit dem Endpunkte M 
der einzutheilenden Linie 27M durch eine gerade Linle, 
und ziehe durch die Theilpunkte B, C, D, E, der 
Linie ZM die Parallelen BIT, CI, DX, EL, fo 
wird ($. 337) AM in ven Punkten H, I, K, L in 

5 gleiche Theile zerlegt ſeyn. 
F. 339. Aufgabe. 
Es find zwei gerade Linien ab, cd Fig. 142 
gegeben; man ſoll das gemeinſchaftliche 
Maaß derſelben, und das Verhältniß der 
einen Linie zur andern finden. 


e e 4 


— 
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Auflöfung und Beweis. Man trage die 
kleinere cd (o oft es angehet auf die großere. Hier 
wird ſich finden, daß ſie dreimahl in derſelben von a 
bis e enthalten ift und den Reit eb läßt, ſo daß 

ab = 3cd I eb. 

Man trage nun den teft eb auf cd; dieſer ift 
bar viermahl enthalten und läßt ben Reſt fd, fo daß 
cd — geb - fd. 

` Man trage ferner Sieten zweiten Reſt Ick auf eb; 


und da er darin einmahl enthalten iſt und ws XR gb 


laßt, fo wird man haben 
eb = fd + gb. 
Wird endlich gb auf fd getragen, fo findet fie 


fib darin genau dreimahl sec » fo daß 


fü = 3gb. 
Gebet man von dieſem Werthe auf die geen 


f zurück, ſo findet man 


d -— 385; eb = 4b; 
cd — 19 gb; ab — 619b; 
woraus fid) ergiebt, daß ber letzte Reſt gb. das ges 
meinſchaftliche Maaß der beiden Linien ab, ech, daß 
er in der erſten Ormahl, und in der zweiten Igmahl 
enthalten iſt, und daß ſich folglich ab zu cd wie 61 
zu 19 verhält (§. 302). 

Durch dieſes Verfahren wird man immer zum 
größten gemeinſchaftlichen Maaße gelangen, wenn die 
beiden gegebenen Linien commenſurabel find. Sind 
fie aber incommenſurabel, und haben alfo gar 
kein gemeinſchaftliches Maaß, fo kann man mit Huͤlfe 


der Inſtrumente ſich dieſem Verhaͤltuiſſe ſo weit nähern 


als es deren Vollkommenheit zulaͤßt; mit dem Ver⸗ 
ſtande aber kann die KE fo weit getrieben 


2 eme BOS. — 


werden, daß der Unterſchied des mühren Verhaͤttniſſes 
vou dem „gefundenen. fo klein werde als man nur im⸗ 
mer will. Will man z. B. das Verhaͤltniß beider Li⸗ 
nien bis auf ein Miliontheit richtig haben, ſo braucht 
man nur (§. 338) cd in eine Million gleiche Theile zu 
thellen, und einen ſolchen Theil auf ab zu tragen. 


9. 340, Lehrfaß. 
Parallelogramme 450 D, FFGH Fig. 143 
von gleicher Höhe kb, op verhalten fid) wie 
ihre Grundlinien AB, EF. 
Beweis. Die Gruublinien AB, EF. find ent⸗ 
weder commenſurabel oder lncommenſurabel. f 
Erſter Fall. Sind ſie commenſurabel, ſo ſuche 
man (F. 339) ihr gemeinſchaftliches Maaß Ab — Ef, 
und trage es ſowohl auf AB als auf EF. Geſetzt 
es läßt fid) auf 45 m mahl (5 mahl) und auf EF 
' n mahl (3 mahl) tragen, ſo iſt 
1) 4B | E m Ab: n Ab min 
(28.1: 3) « (S. 302). GT 
Man ziehe dann durch alle Theilpunkte wie b, 
foie der Seitenlinſe AD und ZZ E parallele Linien, 
(o wird (F. 156) das Parallelogramm 4500 in eben 
fo. viele ‚einander gleiche Parallelogramme wie Ahe 
zerlegt ſeyn als die Grundlinſe AB Theile hat. Denn 
alle dieſe Parallelogramme haben gleiche Grundlinien 
und dieſelbe Hoͤhe. Es iſt demnach 
ABCD = mx. Abe S 5x Abe. 
Aus gleichem Grunde ift 
. EFGE enxEfgH — nx Abe 


= 3 x Abe. 
Folglich ift. "s d 
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2) ACD: EFGH — m x Abe: n x Abe 


Am; n= 5:3 
Wird dieſe Proportion mit der obigen (1) zuſam⸗ 
mengehalten, fo ift (F. 303) ABCD : EFGH — 
EF. 


AB: 


Zweiter Fall. Sind AB, EF Fig.t44 Income 
menſurabel, fo. kann doch das Verhältniß der Paralle⸗ 
logramme ABCD, EHE weder größer noch kleinet 

gls das ihrer Grundlinien AB, EF (eon, 

Denn wäre es möglich, daß 

ABCD | EFGH = AB: EK; 
wo EK größer als EF ift, fo theile mau ($.334 1.338). 
AB in eine Anzahl fo kleiner gleicher Theile, daß 
jeder Theil kleiner als YK werde und trage einen foa 
chen Theil von E gegen Y zu: fo muß nothwendig 
ein Theilpunkt F zwiſchen Z^ und K fallen. Fuͤhrt 
man durch dieſen Punkt ber 27 die Parallele fg, 
wodurch das Parallelogramm E77 entſtehet, (o iſt, 
well AB, EF nach der Conſtruetion commenſurabel 


find, 
ABCD ; Ee — AB : Ef (1v Fall). 
Vergleicht man dieſe Proportion mit der augenommenen 
; ABCD: EFGH = AB: EK, 
fo folgt (§ 327) S 
Ef: Eg, ss EK : Ff. 
Nun (t EK > Ef, folglich ‚müßte auch (F. 300) 
EFGH > Ern ſeyn, welches unmöglich ift. 
Wäre es möglich, daß 
ABCD; EFGH = AB: ERK 
wo EK C EF, fo koͤnnte man eben ſo AB in fo 
kleine "ite teilen! „ daß ein Theilpunkt F/ zwiſchen 
K und F ES müßte; und führt man Er bet 


* 


je dot e 


t Se bie SE fg ſo erhalt man für die Paralle⸗ 
kogramme ABCD, Eg A, deren Gründen AB, 
Ef e A find (Ir Fall) 
f 450 D: EfgH = AB; Ef: 
Mun it Eius } 
ABCD : EFGH = AB: EK Ze 
folglich if 
HO: El ett = EK: Ef. 

Da aber EK & Ef, fo müßte di EFGH 
< Ef'gH (en, welches unmöglich ift. 

Da alſo das Verhaͤltniß der Parallelogramme 
ABCD und EFA weder größer noch kleiner als 
das von AB zu EF ſeyn kann, fo ift 

ABCD ; EFGH — AB; EF, 


SC H. 341. Lehrſatz. ` 

Dreiecke ABC, FC Fig. 145 von gleis 
den Höhen AD, Fl verhalten Bëss ihre 
Grundlinien BC, GH, 

Beweis. Durch C unb A ziehe man ber AB 
und BC die Parallelen OB, A; desgleichen durch 
H und F der EG und GH die Parallelen 77K, FK: 
fo ift (S. 141) ABC == i ABCE ub FGH — 
3 FGHEK , folglich 

ABC: FGH AOE: 4 FGHK 

= ABCE: FGHK (S. 301). 
Nun iſt ($. 340) 
BC: G = ACE; FGHK. 
folglich ift (S. 303 ABC : TG = BC: GH, 


$. 342. Lehrſatz. 
Parallelogramme ABOD, EFGH Fig. 146 


don gleichen Grundlinien, OD, CH perbeatz 
ten fid) wie ihre Hohen. | de 
‚Beweis: Aus C unb O fälle man auf A die 
Perpendickel CI, DK, und aus G, I auf EF ble 
Perpendickel GL, HM: fo ift (F. 154) das Rechteck 
IKCD = dem Parallelogramm 450 D, und GA M 
= EFGH, folglich ift. le 
ABCD : EFGH IRC D: LGHM. ` 
In den beiden Rechtecken IXC D, LGHM kaut 
man CI, GL als die Grundlinſen und COD = GH 
als die Höhen betrachten, folglich iſt (§. 340 
, IKCD YLGHM el Gl. 
Diefe Proportion mit der vorhergehenden vergft⸗ 
chen, giebt (§. 303): 5 uni“ „ 
Abb: EFGH = CI: GE 


H. 343° 3ufat. 

. 1. urd) eine ähnliche Couſtruetion wie iin €. 34 
laßt D darthun, daß fid) Drelecke von gleichen Grunde 
linien wie ihre Höhen verhalten. 


H. 344. Lehrſatz. 

Parallelogramme ABCD, Er Fig, 147 
don verſchiedenen Grunblinien und verſchies 
denen Höhen find im zuſammmen geſetzten 
merbáltniffe ihrer Grundlinien und Hohen. 
Das heißt, wenn man die beiden Grundli— 
nien nach ihrem gemeinſchaftlichen Maaße 
mißt, und alfo ihr Verhältniß in abfiracten 
Zahlen ausdrückt, ou chen (o das Verhalt: 
nif der Höhen durch abſtracte Zahlen an 
giebt, fo werden fid) die Parallelogramme 
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verhalten, wie das Product der Vorderglie— 
der jener beiden Verhältniffe zum Producte 
ihrer Hinterglieden Es ifl 58 
9 (CD à 
: ABD : EFGH = A OK: LM) j 
ö ‚= OD. IK: . LM. i 
Beweis. Von ML ſchneide man einen Theil 
MN = IK ab und ziehe durch N der GI die Pas 
rallele O: fo entſtehet ein Parallelogramm OPGH, 
welches mit ABCD gleiche Höhe hat, und es » 
demnach (F. 340) 
i BOD: OPGH COD: GH. 

Eben fo hat das Parallelogramm OPGIT mit 
EFGH einerlei Grundlinie und es ift demnach (. 34) 
OPGH : EFGH = MN: LM IK: LM. 

Wird aus dieſen beiden Proportionen eine zuſam⸗ 
men geſetzt, ſo ift (S. 329) 
ABCD : EFGH zs (CD : GH) (IK; LM) 
) CD x IK: GH x LM. 
5 A n m Ee Nur in dem angeführten Sinne, daß 
nehmlich die Glieder des Verhaͤltuiſſes der Grundlinien 
| und der Höhen als ab(tracte Zahlen angeſehen werden, 
kann man ſagen, daß Parallelogramme fid eben. 
ſo verhalten wie die Producte aus ihren 
Grundlinien in die ihnen zugehorigen Hohen. 
In jedem andern Sinne mürbe dieſer Ausdruck eine Un: 
gereimtheit enthalten, indem bei jeder Multiplication 
der Multiplicator eine abſtracte Zahl ſeyn muß, und 
daher keine zwei Linien in einander multiplicirt werden 
können. 


$. 345. Zuſatz. 
Jede zwei Quadrate N abed Pig. 79 find 


Ks 
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alfo im zweifachen oder quadratiſchen Verhältniß ihrer 
Selten. Denn es ift (F. 344) ABED : abed — 
(AB: ab) ＋ (AD: ad) = (AH: ab) (4B ; ab) 
= 2 H (AB 5 ab) = AB? 3 ab?, 


Anmerkung. Das zweifache Verhältniß zweier Linien, 
AB, ab in abſtracten Zahlen, werden wir immer durch 
2 (AB: ab) oder AB2 : ab, andeuten. Dahingegen 
ADq:abq das Verhältniß der Quadrate von AB, ab 
bezeichnen fol, Es ift alſo ABq : abq — AB? : ubs, 


$. 346. Zuſagz. 
Auch Drelecke, als Hälften der Parallelogramme 
ſind im zuſammen geſetzten Verhaͤltniß ihrer Grundli⸗ 
nien und Höhen. f 


. 247, Lehrt... 
Wenn in einem Drelecke ABC Fig. 148 


„eine Linſe DE irgend einer Seite, BC Set: 
ſelben parallel geführt wird, fd werden 


die beiden andern Seiten dieſes Dreiecks in 
den Punkten D und E proportional ges 
ſchnitten. Es verhaͤlt ſich nehmlich 
AD: DB AE: ECO. 
Beweis. Man ziehe BE und DC, fo find bie 
Drelecke BED, CED, welche auf einerlei Grundlinſe 
DE und zwiſchen einerlei Parallelen DE, BC fichen, 
einander gleich ($. 158) und es iſt alſo (§. 300) 
AED: BED AED |: OED s 
Nun haben die Drelecke, AED. BED, welche 
im Punkte E zuſammenlaufen, einerlei Hoͤhe, und es 


MR alſo (H. 341) 


ABD : BED — AD: DE. 
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Aus gleichem Grunde iſt d 
AED ` CED = AE: EC. 
fol lich ift 6. 92 : ! 
e D — AE: EC. 


F. 348. Zuſatz. 
Aus dieſer Proportion folgt auch 
AD: AE — DB: EC G. 317) 
ferner AD -- DB: AE -- EC — ADAE (S, 320) 
oder AB: 40 — AD: AE. 
auch AB : 4C — AB — AD 1 AC = AE 
= BD EC (. 320) 


$. 349. Zuſatz. | 
Jede zwei Linien AB, CD Fig. 149 werden von Y 
brei Parallelen AC, EH, B proportional geſchnit⸗ 
ten, ſo daß C: FD — AE: ED. Denn zieht 
man durch C ber AB ble Parallele CV, fo ift (F. 141) 
AE — OO und EE — GH. Run iſt im Dreiecke 
CHD G. 347 
G; G C: HD. Folglich iſt auch 
AE: EB — CH: VD. 
Aus dieſer Proportion folgen auch alle in g. 348 
angeführte Abänderungen. 


H. 350. Lehrſatz. 
Wenn die beiden Seiten A, AC eines 
Dreiecks ABC Fig. 148 von einer Linie DE, 
fo geschnitten werden, daß AD: DB — 
AE: LC, fo ift DE der dritten Seite BC 
par del N 
Beweis. Mau gebe BE, DC, fo ift (S. 341) 
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AD:DB= A ADE:A DER 
und AE; EO A ADE; A DEC, 

Da aber nach der Vorausſetzung 

e AD: DB z A; EU, 
fo ift auch (S. 303) 

ADE; DEB ADE: DEC, 
folglich ift (& 300) 
^ DEB = A DEC. 

Da nun dieſe beiden gleichen Dreiecke auf einerlei 
Grundlinie ED ſtehen, fo muͤſſen fie auch (S. 162) 
zwiſchen elnerlei Parallelen liegen, folglich ift ED der 
C parallel. ’ 

| 351, Lehrſatz. 
Wenn ein E A eines Dreiecks ABC 
Fig. 150 von einer geraden Linie AD halbirt 
wird, fo ſchneidet dieſe hinlänglich verlaͤn⸗ 
gert, die gegenüber ſtehende Seite BC ven 
beiden einſchlleßenden Seiten, AB, AC gros 
portional, ſo daß BD: DC — BA ; A. 

Bewels. Man ziehe (F. 115) durch C ber AD 
die Linie O parallel und verlängere fie big fie bie 
verlängerte BA in E ſchneidet (F. 127), (o ifi, da He 
Parallelen AD, EC von AC gefchnitten werden 
G. 125 ID, A0 — CAD = BAD. Run ift, 
weil eben dieſe Parallelen von BE geſchnitten werden 

(F. 125 HD, AEC = BAD; folglich iſt (Grundſ. q) 
AC = Al, mithin (S. E AQ zz AE. 

Da nun, weil im Dreiecke DEC die Linie AD 

der EE parallel gefuhrt ijt (H. 347) 
BD: D — BA: AB, 
ſo ift auch 


BD: DC = BA: 4. 
2. 
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$. 352. Lehrſatz. 

Wenn irgend eine Seite BC eines Drei: 
ecks ABC Pig. 150 im Punkte D ben beiden 
übrigen Seiten BA, 0 proportional or: 
ſchnitten wird, fo daß BD: DC — BA: 40 
"fo wird die von diefem Punkte nach dem 
Scheitel des gegenuͤber ſtehenden Winkels 
BAG geführte gerade Linke AD diefen Min: 
kel halbiren. 

Beweis. Man ziehe, wie im weren enden 
Satze die CE der AD parallel, fo ift (S. 347) 

BD: DC = BA: AE, 
Nun ift angenommen BD : DO — BA: AC; 
folglich it AE = A, alfo D 55) AEO = ACE. 
Nun iſt ($. 125 IIT) 54 -— ABC — ACE; und 
auch ($. 125 II) DAC = ACE; folglich iſt BAD 
= DA; mithin BAC von AD halbirt. 


§. 353. Erklaͤrung. 

Geradlinigte Figuren ABCDE, abede Fig. 158 
heißen aͤhnliche Figuren, wenn ſie bei gleich vielen 
Seiten fo beſchaffen find, daß ihre in der Ordnung auf 
einander folgende Winkel einzeln genommen glelch, 
nehmlich A=a, Basch, OS D— d, E De, 
und die in beiten Figuren zwiſchen zwei gleichen Win⸗ 
keln liegenden Seiten proportional ſind; nehmlich AB : ab 
= O be UI ed ic. Die gleichen Wlukel 
heißen auch gleichnahmige Winkel, und die zwi— 
ſchen zweien gleichnahmigen Winkeln liegenden Seiten 
gleichnahmige Seiten. So find 4 und a, B 
und b ze, gleihnahmige Winkel, fo wie AB und ab, 

BC und bc 16 gleichnahmige Selten. 
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Die zwiſchen zweien gleichnahmigen Winkeln in 
beiden Figuren liegenden Diagonalen, wie EC, ec 
heißen gleichnahmige Diagonalen. 

Die von gleichnahmigen Selten und gleichnahmigen 
Diagonalen begränzten Dreiecke, wie 40 E und ace, 
ABO, abe, heißen aͤhulichliegende Dreiecke 
Das Zeichen der Aehnlichkeit ift (>), 


F. 354. Zuſatz. 

Geradlinigte Figuren, welche auf einander gelegt, 

auf einander paſſen, find (S. 14) gleich und (. 353) 
ahnlich. Daher find alle congruente Drelecke zugleich 
aͤhnlich. , N 
(ae $.555. Zu az. 
Jede zwei reguläre Polygone von einer gleichen 
Anzahl (n) Seiten ſind aͤhnliche Figuren. Denn alle 
Winkel find in denſelben gleich, indem (F. 139) jeder 
derſelben = 2 R — SS „und alle Seiten, welche 
($. 32) in jedem derſelben einander gleich find, find 
daher auch proportionirt, 


§. 356. Lehrſatz. € 

Wenn zwei Figuren ABCDE, abcde 
Fig. 158 einer dritten GA! ähnlich find, fo 
find fie aud) einander äbnlid, RE 
Beweis. Da ABODE «c fghkl, fo iſt ($:355) 

C 4 = LI und auch Z à4 = f, folglich it 

4 4 ad. Eben fo beweiſet man, daß Z — 5, 
C 0. 2m 016 p. 
Aus der angenommenen Aehullchkeit folgt ferner 

2 Da 


e 
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AB: BC = Se gli, und ab be = fg: gl; 
folglich ($. 303) 4B : DC = ab 2008 | 
Auf gleiche Art beweifet man, daß BC: C 

= be : od ic. und folglich find ABCDE, abede 
| 


einguver ähnlich (§. 353). 


$. 357. Lehrſatz. IT 
Menn in zweien Dreieden ABC, DEF 
Fig. 151 zwei Winkel des einen zweien Win⸗ 
keln des andern einzeln genommen gleich 
find, nehmlich ZB=ZE, C = H, 
und daher auch (J. 133) 2 dass , D, fo Find 
die gleichnahmigen Seiten proportiontet. 


Nehmlich 8 
j AB* 4C = DE; DF, 
AB: BC ss DE: EF, u 
AC : BC = DE: EF. " c 


Beweis. Von AB ſchueide man AG — t 
ab und ziehe GA ver BC parallel, fo ift (S. 125 UD 
C AG = B= E, AHG — C = ; und da 1 
auch AG = DB, ſo iſt (S. 84) AA4GH c DEP; | ^ 
folglich iſt AN = DF und GH = EF. | 

Da GH und BC parallel ſind, ſo ift (S. 347) - 

A; 40 = AG A = DE: DF. [ 

Ziehet man nun durch G die Linie EK der 4C 

parallel, fo it aus gleichem Grunde 
BC: BA = KC : AG : AG 
— EF: DE. 

Wird dieſe Proportion BC: AB = EF : DE 
mit der vorigen AB: AC = DË: DF 
zuſammen gehalten, (e findet man ($. 329) 

psi: , d BC: 4C EH DF 


rg CS 


§. 338. Zuſatz. 

Fuͤhrt man daher in einem Dreiecke ABC Fig.151 
irgend einer Seite 50 eine Parallele G, fo ift das 
dadurch abgeſchnittene Dreieck 40% dem ganzen ABC 
ähnlich (9 353). * 

EHEN, Lehrſatz. x 

Wenn in E Dreieden ABC; DEF 

Fig, 151 die gleichnahmigen Seiten nach der 
Ordnung einerlei Verhͤltniß zu einander 
haben, nehmlich 4B i D — 4€ : ss 
DC: EF, fo find die Dreiecke ähnlich, und 
daher die Winkel, welche den einander proe 
portionirten Seiten gegenüber ſtehen, oder 
die gleichnahmigen Winkel einander gleich. 

Beweis. Von AB ſchneide man 4G — DE 
ab, und ziehe durch G die GH der BC und GK der 
„AG al f Zë (. 347) 

AC= A: AH, 
Aber nach der e (ít | 

AB. 1.40 — DE: DF = AG DF. 

Da nun in diefen beiden Proportionen die drei 
erſten Glieder gleich find, fo ift auch (S. 300) 

A 
vas Ferner ift ($. 347) 

A; B = 4G KG 4G: CH 

aber auch nach ber Vorausſetzung ES 

AB: BO DH: EH = AG: EF e 

folglich iſt GH = e; mithin (H. 60) die Dreiecke 

AGH, DER congruent, und alſo aͤhnlich (S. 384). 

Nun (ft (§. 358) AGH ve ABO, und ihm alſo 
gleichwinklicht; folglich iſt auch (F. 356) DE es ABO 
uud demſelben gleichwinklicht (§. 383). 
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$ 360. Lehrſatz. 

Wenn in zweien Dreieden ABO, DEF 
Fig.ıst ein Winkel des einen einem Winkel des 
andern gleich ift, nehmlich B40 — EDF, und 
die einſchließenden Seiten des einen daſſelbe 
Verhaͤltniß zu einander haben als die ein— 
ſchließenden Seiten des andern, nehmlich 


A: AC=DE:DF, fo ſiud die Dreiecke einan— : 
der ahnlich und diejenigen Winkel gleich, wel- 


che gleichnahmigen Selten gegenuͤber liegen. 

Beweis. Von AB ſchneide man AG — DE 
ab, und ziehe GH der 50 parallel, fo ift ($. 347) 

AB « AC = AG AH 

Aber auch nach der Vorausſetzung 

AB: AC DE: DF = AG: DR, 
folglich iſt ($. 300) AH = DF „und da auch wt 
ZA , fe find bie Dreiecke AGH, DEF 
congruent ($. 53). 

Nun ift ($. 358) AGH » A AO, folglich 
ift auch (§. 356) das Dreieck DEF v ABC, 


§. 361. Lehrſatz. 

e Wenn in zweien Dreis den ABC, DEF Fig, 
151 ein Winkel des einen ABC einem Winkel 
des andern DEF gleid) ift, und die an dieſem 
Winkel anliegende Seite yu ber ihm gegene 
überſtehenden in einem Dreiecke daffelbe 
Verhaͤltniß hat als im andern, nehmlich 
AB; AC = DE: DV, ſo find die Dreiecke 
einander áfulid), wenn überdies die dem 
gleichen Winkel gegenüberſtehende Seite 40 
großer als die V AB iſt. 


MA 


i — 


ens AT ee 


Beweis. Auf AB nehme man AG = DE, 
und ziehe GH der BC parallel: fo ift ($« 347). 
S AB: 40 — A: AH 
unb A A6 «v ABC ($. 358). 
Nun iſt nach ber Vorausſetzung 
? AB: AC = DE: DF, 


folglich ift 
e G : A DE: DF. 

Nun ig AG = DE, folglich ift auch AH = 
DF. Da elo 4G — DE, AH = DF und 
£AGH=ZLB=L DEF, fo find (F. 92) 
die Dreiecke 40, DEF in dem Falle congruent, 
wenn DE > DE. ER EEE 

In jedem Falle aber iſt ($. 358) ACH e ABO, 
folglich ift für den angeführten Fall auch AO DEF 


(. 3586). 
ien uir $. 362. Zuſatz. 

Da im rechtwinklichten Dreiecke die Hypotenuſe 
immer groͤßer als jede Kathete deſſelben iſt, ſo werden 
jede zwei rechtwinklichte Dreiecke ABC, abe Fig. 152 
einander ahnlich ſeyn, wenn ſich die Hypotenuſe zur 
Kathete in dem einen Dreiecke eben fo verhalt wie im 
andern, wenn nehmlich 5 

x AC : AB. — ac iab 

oder 40: BC — ac : bo. 


F. 363. Lehr ſatz. i N 

Wenn man vom Scheitel 4 des rechten 

Winkels eines rechtwinklichten Dreiecks 

ABC Pig. 153 auf die Hypotenuſe BC den 
Perpendickel AD fallt, fo wird. 

1) Dieſer Perpendickel das Dreieck in 
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zwei andere 45, ACD zerlegen, welche (02 
wohl einander als dem ganzen Dreieck ABC 
ähnlich find. , 

2) Sft dieſer Perpendickel bie mittlere 
Proportionallinie zwiſchen den hierdurch 
entſtehenden Abſchnitten BD, DC der Hy⸗ 
potenuſe, nehmlich BD: AD = A: DC. 

3) IR jede Kathete die mittlere Pros 
portionallinie zwiſchen ber ganzen Hypo 
renuſe und dem ihr zu nächſt liegenden Ab⸗ 
ſchnitte, ſo daß 


BD: BA—k BA. BO 
UD:CA CA: BC; 


Beweis, Erſter Theil. In den beiden reis 
ecken ABC, ABD ijt der Winkel BAC = ADB 
Ss R, und der Winkel B beiden gemein, alfo iff 
auch ACB — BAD. Demnach find dieſe Dreiecke 
gleichwinklicht, folglich lhre Seiten proportiontrt (F. 357). 

Auf eben die Art wird  bewiefen, daß auch 


CA = 4 CAD, und daß das Dreieck ACD: 


en A ABC. 

Da nun bie beiden Dreiecke ABD, ACD einem 
dritten ABC ähnlich find, fo muͤſſen fie (§. 356) auch 
einander ahnlich ſeyn. 

II. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABD, 
ADC und der Gleichheit der Winkel BAD, OA 
folgt ($. 353) 

BD: DA = DA: 50. 


III. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABO, = 
ABD und dem gemeinſchaftlichen Winkel D folgt (F. 3533 
| B 


BC: B4 za BA 1 BD, ; 


D 
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Eben ſo folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiede 
ABC, ACD und der Gleichheſt der Winkel ABC, 
CAD (. 353) | 

^ BO: CA = CA: CD. 


b. 364. Sufati 
Aus den ſtetigen Proportionen BD: AD = 
4D : DC; BD: BA — BA: BC und CD ; CA 
== (A: BC folgt (S. 331) 
5n BD: DC = BD: : DA: = BDq: DAd 
(F. 345); : 
2) BD: BC = BD: BA? = D: BAg, 
3) CD; BV = CD; CA = OD: CAq. 


$. 365. Aufgabe. 5 
Eine gegebene gerade Linie AB Pig. 154 
nach eben dem Verhaͤltniſſe zu theilen als 
eine andere Linie 40 getheilt (ff. 
Auflöſung. Es ſey 40 in D und Z getheilt, 
und an AB unter einem beliebigen Winkel ABC gez 
legt. Man ziehe BC und durch D und E die DF 
und EG der DC patallel: ſo find 7 und G die o 
ſuchten Durchſchnlttsßunkte. i 
Beweis. Zieht man noch durch D die DK der 
AB parallel, (o find #77, HB Parallelogramme unb 
daher ($. 141) D — FG, HK= GB, 
Im Dreiecke DKC ijt &. 347) e 
CE:ED — KH 3 HD — BG 1 GF, 
und im Dreiecke ACH ift cu 
er ED: DA = F: FA, 
folglich find die Abfepnitte BG, Cr, FA den Abs 
ſchnitten CE, ED, DA yropsrtisnirt, 


} 
| 
/ 
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F. 366. Aufgabe. 

Zu dreien gegebenen geraden Linien A, 
D, C Fig. 155 die vierte Proportionallinie, 
zu finden. : 
Aufloͤſung und Beweis. Man lege zwei 
gerade Linien DE, DF unter einem beliebigen Win⸗ 
kel an einander, made D — 4, GE 2 B, DH 
— C; ziehe GUI und mit viefer durch E die EZ 

parallel, fo. ift (§. 347) DG: GE DH: HF. 
oder A: B O: HF; folglich iſt H die vierte 
Proportionallinſe. Ba AN 

Andere Auflöfung Man lege DE, DF 
unter einem beliebigen Winkel an einander; mache 56. 
A, DK — B, DH = ; ziehe CH und dies 
(ec durch K die Parallele KL, fo ift DL die geſuchte 
Linie. Denn eb ift ($. 348) DG: DK — DU: DL; 
oder 4 Best: DI. 


Be $: 367. Qufat. "^ ^ 
Das Verfahren und der Beweis des vorhergehen⸗ 
den Fu bleiben ungeaͤndert, wenn 5 und C einander 
gleich find, alſo zu zwelen Linien A, H bie dritte 
Proportionallinie zu finden iſt. Man braucht dann nur 
bei voriger Conſtruction DI = GE = B zu neh⸗ 
men, und es wäre dann DG ; GE zz GE ; HF, 
oder 4: Bom 5: HH. 


H. 368. Zuſatz. 
Sucht man wiederum zu D und N die dritte 


Proportionallinie, und fährt auf dieſe Art fort, fo — 


kann man mehrere Linſen finden „welche in zuſammen⸗ 
hängenden Verhaͤltuſſen ſtehen. 


] 
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F. 369. Aufgabe 


Zwiſchen zwei gegebenen Linien AB, BO. 


Fig. 156 die mittlere Proportionallinſe zu 
finden. , LUN 
Aufloöſung. Man ſetze AB, BC in einerlei 
geraden Linie an einander, beſchreibe uͤber 40 einen 
Halbkreis, und errichte auf 40 in D den Perpendickel 
); fo fft dieſer die gefuchte mittlere Propottionallinie. 


Beweis. Zieht man noch AD, CD; fo ift. 
G. 251) ADE—=R, und folglich (§. 363) 48; BD 
"=. BD.: BC, 7 


Andere Aufloſung. Man trage Fig. 157 die 
kleinere der gegebenen Linien auf die größere von A 
bis C; ſetze auf 45 einen Halbkreis, und errichte aus 


, C auf AB einen Perpendickel, welcher den Halbkreis 


in D trifft. Ziehe AD, fo ift dieſe die verlangte mitt» 


llere Proportionallinie zwiſchen AB und AC, 


Denn zieht man DB, ſo iſt (§. 363) 4B ; AD 


om ADD: 40, 


$. 370. Lehrſatz. 
Wenn man in zweien ahnlichen Figuren 
ABODE, abcde Fig. 158 aus ben Scheitel⸗ 


punkten der gleichnahmigen Winkel C, c 
nach allen Winkeln der Figur Diagomallis 
nien zieht, fo werden beide Figuren dadurch 


in ähnliche und ähnlich lie gende Dreiecke 
zerlegt. 

Beweis. Da wegen der Aehnlichkeit beider Figu⸗ 
ren B-— C b und (F. 353) AB:BC=ab: be; 
> bae und Rn 


P 
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4B 40 = ab: age. 
Da (J. 383) BAH — bae und BAO — bac, 
(s it BAE — BÁO = bae — bac ober CAE 
= cae, und ba 
AB 3 AE. S ab: ae 
und 4C : 4B — a abb 
ſo ift ($.329) 4C : AE — ac : ae, 
folglich find (. 360) die Dreiecke CAE, cae ähnlich. 
Auf gleiche Art wird bewieſen, daß alle folgende 
Dreiecke CED, ced u. ſ. w. ahnlich find. 


b F. 371. Lehrſatz. 

Wenn zwei Figuren 450 E, abede Fig. 
158 ſich durch Diagonallinien in ähnliche und 
ähnlich liegende Dreiecke zerlegen laſſen, 
fo find fie (etb (t ahnlich. 

Beweis. Da A ABC & abe, fo iſt ($.363) 
Be — bac, und aus gleichem Grunde 
da che; folglich BAC + CAE = 
bac . cac, oder BAE — bae. Auf gleiche Art 
beweiſet man, daß AED — aed, EDO — edo, 


u. . e ` m 
Ferner iſt wegen ber Aehnlichkeit der Drelecke BAC 
bac (F. 353) AB: 4C 2m ab: ac; 
und weil 40 E H ace. . f 
i 40 Al = a6 : at 

folglich (8.339) AB i 4E — db : ae. 
uf gleiche Art Beweifet man, daß AE: ED: DC 

e aei edi de, und folglich find (§. 353) beide Figu⸗ 
ren aͤhulich E 
$.322. Aufgabe. : 
gut eine gegebene gerade Linie ET Fig. 
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159 ein dem Dreiecke ABC aͤhnliches Dreieck 
dergeſtalt zu ſetzen, daß EF ver BC ähnlich 
liegend fev», ` : 

Yufldfung I, Man fege an EF den Winkel 
FED = ABC, und EFD = ACB an, verlaͤn⸗ 
gere die Schenkel bis fie einander in D ſchneiden, [o 
ift (§. 357) ^ DEF «v ABC. 

Auflöfung IT. Man lege in Z den Winkel 
FED — CBA an; ſuche zu BC, BA, EF vit 
vierte Proportionallinie ED. ($. 360) und ziehe 227, 
fo ift ($. 3600 A DEF « ABC, 

Aufloͤſung III. Man ſuche zu BC, BA, EF 
die vierte Proportionallinie E (F. 360); desgleichen 


* 


ſuche man zu BC, AO, H die vierte Proportional 


linie DF. Aus dieſen beiden Linien geht EZ beſchreibe 
man das Dreieck DEF, fo ift dieſes (F. 359) dem 
A ABC ahnlich. 


Anmerkung. Alle diefe Auftöſungen werden am 
leſchteſten bewerkſtelliget, wenn man von CB ben Theil 
CG. = EF abſchneidet, und durch G ber AB die Paral⸗ 
(cle GH führt, da denn das A DOC dem A ABC dins 
ligiſt C$. 359). 


9. 373. Aufgabe. 
Auf eine gegebene Linie bo Fig. 160 ein 
bent Vietecke ABCDE ähnliches Vieleck bera 


geſtalt zu fegen, daß bc der 50 ähullch Lice ` 


gend fe». 
Aufloͤſung J. Man ziehe die Diagonglen OA, 

OR, fette (S. 372) auf be ein dem Dreiecke LBE dite 

liches Dreieck abe, wodurch Ser Punkt a beſtiiumt 


wird. Auf ao fee man ein dem Dreiecke K ahnz 


liches Dreiecke. ace und ſo fort: ſo werden die EZ ) 


ecke ABCDE, abcde aus einer- gleichen Anzahl Abu: 
licher und ahnlich liegender Dreſecke zufanımengefegt, 
und folglich (S. 371) einander aͤhnlich (epu, 
Aufloͤſung II. Von CB ſchneide man CN — 
eh ab, und ziehe durch D' ber BA die Parallele ba, 
Eben (o ziehe man durch ‘a’ der 4% die Parallele 4%; 
durch e der ED die Parallele ed“, fo ift (§ 371) das 
Vieleck ab Ode dem Vielecke 450 E ahnlich. 


t Anmerkung. Bei dieſer Auflöfung haben wir alle 
Diagonalen aus einem und demſelben Winkel gezogen. 
Man kann indeſſen die Vielecke auf verſchiedene Arten in 
Dreiecke zerlegen, unter denen vorzuglich der Fall einer 
‚Erwähnung verdient, wo alle Winkel des Vielecks, C; 
p, E Fig. 158 mit den Endpunkten A, B einer Seite 
deſſelben AB verbunden werden. ` 
Die Lage diefer Punkte gegen AB tft offenbar ve. 
Wimmt, fobald die Dreiecke ABC, ABD, ABE gegeben 
find, und man ſieht leicht, daß zur Veſtimmung eines 
Vielecks eine Anzahl Dreiecke erfordert wird, welche um 
zwei Einheiten geringer als die Anzahl der Seiten des 
' $Bieled8 iſt. 

Es laßt (id ferner auf ahnliche Art, wie im $. 371 
und 372, battbun, daß dle Vielecke ABCDE, abcde dhn: 
lich ſeyn muſſen, ſobald die Dreiecke ABC und abe; 
ABD und abd, ABE und abe ähnlich und ähnlich liegend 
find, und daß umgekehrt dieſe Dreiecke ahnlich ſeyn muſ⸗ 
Ten, ſobald es die Vielecke ſind. Dieſer Satz finder bee 
ſonders in der Geldwmeptunf häufige Anwendung. 


H. 374. Erklärung. 
Zwei Punkte M und m find gegen zwei ahnliche 
Figuren ABCD, abed Pig. 161 aͤhnlichliegend, 
wenn die aus dieſen Punkten nach den el 
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der Figuren gezogenen geraden Linien MA, MB, MC, 
ma, mb, mo ic. mit den gleichnahmigen Seiten ber 
Figur aͤhnliche und aͤhnlich liegende Dreiecke A 48. 
mab; MBO, mbe i. begraͤnzen. Es mögen übrigens 
die Punkte M, n innerhalb ott gußerhalb beider aͤhn⸗ 
lichen Figuren liegen. 

Zwei gerade Linien MN, mn find gegen zwei 
ähnliche Figuren ABCD, abed Fig. 162 ahnlich. 
liegend, wenn fie von ähnlich liegenden Punkten N, 
mn; N, n begrängt werden. S 


$. 375. Leh rſatz. 
Wenn man in zweien ähnlichen Figuren 
ABCD, abcd Fig. 161 auf irgend zwei gleich⸗ 
g nahmige Seiten deſſelben 50, be dle ahnlichen 
Dreiecke BCA, bon (ett, fo find M unb za 
ähnlich liegende Punkte beider Vlelecke. 
Beweis. Da ABCD za abcd, (o it AO 
z abc unb AB: BC ab: be, 

Ferner iſt wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke 
BCM, bcm der L MBC — mbe \ 
und BC ; BM — SE bm; 

folglich it 480 — MBO = abe — mbe. 
oder Z ABM = abm und ($. 329) 
AB: BM — ab: bm; 
folglich ift (S. 360) ABM & abm. 

Auf gleiche Art beweifet man, daß ADM c» adm 

daß CDM & cdm i, ſ. w. \ 


“A 


M 


$.376. Rebr(ats 
Wenn in zweien ahnlichen Bieleden 
ABCD, abcd Fig, 162 zwei Punkte M, N der 
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einen Figur zweien Punkten m, z der an⸗ 
dern ähnlich llegend find, fo verhält ſich 
die gerade Linie MN, welche die beiden erſten 
verbindet, zur Linie mn, welche die beiden 
andern verbindet, wie irgend eine Seite AB 
per erſten Figur zu der ihr gleſchnahmigen 
ab der zweiten. ! 
Beweis. Da M und m, fo wie N und o Ahn: 
lich Tiegende Punkte find, fo ift (F. 37 A MAB o 
znab und & NAB ꝙ nab; alſo iſt ($. 353) C MAR 
t mab und C NAB = nab. Folglich dt. c 
UO MAR NAB = mab — hab, 
oder e MAN = man, 
Ferner Ift (S. 353) : 
MA: AB — ma: ab, 
und AB: AN = ab ian ` 

folglich ift (F. 329) MA: AN = ma: an, 
alfo (§. 300 MN c» A man, und daher 

Zë MN; AM = mn : am 
Nun H auch ($. 353) IM: AB = am: ab 
kc a Le YTVEYP T ESSET IET MM 

ober PERS MN; mn = AB: ab. 


| $. 377. Leh rſatz. 

Die Umkreiſe oder die Perimeter aͤhnli⸗ 
cher Figuren 450 E, abcde Vig, 158 verhale 
ten "Téi wie irgend zweigleichnahmige Sei: 
ten AB, ab, oder wie die gleichnahmigen 
Dlagonalen, ) SCH 

Beweis. Da ABCDE v» abcde, fo iſt (&. 353) 
AB:ab = PO be = Ch ed = DÉ i de 
ps EA: ea, folglich ($. 332) 
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AB I EC -- CD + DE EA! ab be 4- 
cd A de 1 


F. 378. Lehrf a tz. 

Aehnliche Dreiecke ABC, abe Fig. 163 
verhalten (id) wie die Quadrate ihrer gleich⸗ 
nahmigen Seiten. 

Beweis. Man falle von C und c die Perpens 

dickel CD, cd, fo find ($, 357) die Dreiecke 400, 
- acd einander ahnlich, weil / 24 — a und L ADC 
ade — RN. Es ift alfo ($. 353) 
CD; ed AC do; 
da aber 405 o och, fo iſt auch 
AB : ab AC: ac, 

Wird aus dieſen beiden Proportionen eine zuſam⸗ 
mengeſetzt, fo iſt (S. 322) 

CD x AB: cd x ab — AC: ac? — Es acq. ` 

Nun 18 (S. 346) 

A ABC 5 A abe — CD x AB; cd x ab, 
folglich tft 
A ABC x abc = 4C? : ac? = 404: acq 
=ABg:abg = BCq:bcq. 


F. 379. Lehrſatz. 

N Aehnliche Figuren 480 E, abcde Fig. 185 
verhalten ſich wie die Quadrate gleichnah⸗ 
miger Seiten oder wie die Quadrate gleich- 
nahmiger Diagonalen. 

Beweis L Da 450 DE & abede, fo iſt 
C. 353) AB: ab z BO : be — CD: cd 

DE ; de — EA: ea; folglich ($. 325) AB? : ale 

: » 
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= BC: be? = CDA: cd? = DËS : dei — 
EA? : ea*, 
Da ferner ($. 370) ZE ade, f if ($.378) 
ADE: ade = AD: ad?, 
Aus gleichem Grunde iſt ! 
ADC: adc = AD: ; ad? 
folglich ift ($. 303) 
ADE : ade = ADO: adc 
oder verbunden ($. 321) 
ADE A. ADC ; ade I ade = ADO ; ade 
== AO ; ac, 
oder ACDE : acde = AC? : ac”, 
Nun ift auch ($. 378) mu. 
A AhO : abe = AC? ac? 


folglich iſt 
ACDE : acde = ABO: abe 

ober SES (§. 321) 

ACDE A ABC : acde -+ abe = ABC : abe 
das heißt ABCDE : abede — ABC : abc, 

Nun ift ($. 378) 

ABO : abe — BC? : bc? = AC: ac? 

folglich ift ($303) OE S uis 

ABODE ; abcde — BO: $ bes = AC? : och 


§. 380. Lehrſatz, 

Wenn man über den drei Seiten eines 
rechtwinklichten. Dreiecks ABO Pig. 164 aͤhn⸗ 
liche und ähnlich liegende Figuren X, V, 2 
beſchreibt, ſo iſt die über der Hypotenuſe 
beſchriebene Figur Z der Summe der auf 
beiden Katheten beſchriebenen Figuren X 
unb Vgleich. 
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Beweis. Da die Figuren einander ahnlich ſind, 
fo it (9.379) 

X: Y = ABg : 504 

folglich X T Y : Y — ABg T B: BCq 
Nun ijt LIZ BCA: 40g .— 

folglich (§. 329) X uz Y:Z-— ABq + BC q: Ag 

Da aber ($. 174) ABq + BCq = A, 

ſo ift auch ($. 300) - 

XT Z. 


$. 381. Aufgabe. 

Zwei ähnliche Figuren find gegeben, man 
foll eine dritte beſchreiben, welche den beis 
den gegebenen zuſammen genommen gleich 
und jeder von bus ahnlich fev. 

Auflöſung. Man ſetze zwei gleichnahmige Seis 
ten AB, BC Fig, 164 der beiden gegebenen Figuren 
unter einem rechten Winkel an einander, und verbinde 
ihre beiden anderen Endpunkte durch eine gerade Linie 
10. Setze auf diefe Linie (F. 373) ein Vieleck, wels 
ches jedem der gegebenen ahnlich), und worin 40 
den Linien AB, BC gleichnahmig iſt, fo wird dieſe 
(F. 380) den beiden gegebenen zuſammen genommen 
gleich ſeyn. 

$. 383. Zuſatz. 

Eben fo laͤßt jid) eine Figur beſchrelben, NET 
dreſen oder mehreren gegebenen ähnlichen Figuren zufama 
men genommen gleich, und jeder von ihnen ahnlich iffe 


$. 383. Aufgabe. 
Zwei ahnliche Figuren find gegeben, man 
ſoll eine dritte finden, welche dem Unter⸗ 
KE 


\ 


ſchiede derſelben gleich, und jeder von ihnen 
aͤhn lich ift. 

Auflöſung. Auf eine beliebige Seite der klei⸗ 
nern Figur errichte man in deren Endpunnkt einen ‚uns 
begraͤnzten Perpendickel. Mit ber ähnlich liegenden 
Seite der groͤßern Figur beſchreibe man aus bem o: 
dern Endpunkte der kleinern Seite einen Kreisbogen, 
welcher den unbegranzten Perpendickel in irgend einem 
Punkte ſchneidet: (o iſt die auf dem abgeſchnittenen 
Theil des Perpendickels beſchriebene ähnliche und aͤhn⸗ 
lich liegende Figur die geſuchte. 

Die ausfuͤhrlichere Conſtruction und der Beweis 
find mit Zuziehung des S. 380 wle im erſten Abſchnitte 


(L. 180). 


Drittes Kapitel. 
Von den Proportionen beim Kreise, 


— — — 


CR 384. Lehrſatz. 8 


Wlan in einem Kreiſe ADBC Fig. 106 zwei 
Sehnen AB, CD einander in ſchneiden, fo 
(inb bie Abſchnitte AE, EB der einen Sehne 
die äußeren Glieder einer Proportion, von 
welcher die Abſchnitte CE, ED der andern 
Sehne die inneren Glieder ſind. Es iſt 
nehmlich AE: EC — ED: ER, : 

Beweis Man ziehe 40, DB. 

In den Dreiecken AEO, DEB iſt (. 238) Z 
CAE BODE, well beide auf einerlei Bogen C 
ſtehen und ($. 73) Z A — DEB; felglich ift 
C. 357 A AEO v BED, uud folglich ift (§. 353) 
AE: EQ -— ED: EB, 


$. 385. Zuſatz. 
Wird daher eine Sehne AB Fig. 107 von einem 
Durchmeſſer ££ in D ſenkrecht gefhnirten, (o ift 
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(F. 209 D) AD — DB, und folglich EB: AD = 
AD : DF, welches bereits (F. 363) auf andere Art 
bewieſen worden iſt. 


H. 386. Lehrſatz. 

Wenn zwei Sehnen BD, CE Fig. 129 aufe 
(erbatb des Kreifes in einem Punkte A zus 
fammentreffen, fo find die ganzen Linien 
AB, AC im umgekehrten Verhaͤltniſſe ihrer 
außerhalb liegenden Abſchnitte AE, AD, 
Es iſt nehmlich AB: AC — AE »AD, 

Beweis. Man ziehe BE, DC, 

In den Drelecken AEB, ADC ift ($. 238) der 
Winkel ABE — ACD, weil beide auf dem Bogen 
DE ſtehen, und Z 540 beiden gemein, folglich ift 
(. 357) A AEB «v» ADC, uud daher A5: AC 
= AE: AD. 


$. 387. Lehrſatz, 

Wenn von einem außerhalb eines Kreis 
ſes genommenen Punkte A zwei gerade His 
nien 4E, 4 Fig. 265 nad) dem Kreiſe gezo⸗ 
gen werden, von denen die eine ihn in E bes 
rührt, und die andere ihn in Fund D ſchnei— 
det, fo ift die Berührungslinke AE die mitt- 
lere Proportionale zwiſchen der ganzen 
Secante AD und ihrem außerhalb des Kreis 
fes Iiegenden Abſchultte AF, Es ift nehm⸗ 
lich AD: AE = AE : AF. 

Beweis. Man ziehe ED, EF. 

Da AE eine Tangente und E eine Sehne des 
Kreiſes ift, fo ift (259) ZZ AEF = ADE. Nun 
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iff der Winkel BAD den beiden Dreiecken AE, 
ADE, geniein, folglich ift (S. 357) H 4E, 
und daher AD ; AE = A: A. 


$. 388. Lehrfaß. 

Wenn zwei von einem Punkte A Fig. 165 
nach einem Kreiſe gezogene Linien, von des 
nen die eine AD den Kreis ſchneidet, und 
die andere ihn in einem Punkte E trift, fo 
beſchaffen find, daß die anftofente AE die 
mittlere Proportionale zwiſchen der ganzen 
Secante 4D und ihrem außerhalb liegenden 
Abſchuitte AF ift, (o if 4E eine Tangente 
des Kreifes. N : Get 

Beweis. Aus A ziehe man (F. 237) eine Tau⸗ 
gente AB, und aus dem Mittelpunkt des Kreiſes 
ziehe man CE, CA, CB. 

Da nach ber Vorausſetzung AD ; AE — AE: AR 
und ($.387) 4D : AB — AB: AF, (o ift (S. 312) 
D. AF — AB = AE? unb daher 4B — AE. Nun 
ift auch ($. 36) CE = CB und 4 den beiden Drei⸗ 
ecken ACE, ACB gemein, folglich ift (§. 600 4 
— ABC. Da aber (§. 227) ABC = N, fo ift auch 
AEC = R; folglich i (§. 226) AE eine Tangente 
des Kreiſes. : : 

F. 389. Lehrſatz. 

Wird in einem Dreiecke vom Scheitel C 
Tig. 166 irgend eines feiner Winkel auf die 
gegenüberfichende Seite AB ein Perpen⸗ 
dickel CD gefáttt, fo verhalt ſich die Summe 
der zwiſchen den Endpunkten 4, B dieſer 
Linie und dem Perpendickel enthaltenen Ab⸗ 
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ſchnitte 4D, DB zur Summe ber halsen dies 
fen Winkel elnſchlle ßenden Seiten 40, CB 
wie ſich die Differenz eben dieſer Seiten 
zur Differenz jener Abſchnitte verhält. Es 
ift nehmlich AD DE: AC SS CB = AC ze 
OB: AD — DB, 

' Beweis. Erſter Fall. Der Perpendickel OD 
falle innerhalb des Dreiecks wie in ABC, f 

Aus C beſchrelbe man mit dem kleinern Schenkel 
CB einen Kreis, welcher die Grundlinie in E und den 
andern Schenkel in 7 ſchueldet, und verlängere 40 
bis E. ö 

Da (F. 209) DG = DB und ($. 36) CE=CF 
B, ſo it AB= AD + DB, AG, — AD 
— DG = AD — BD, AE = ACA CE AO 
＋ CB und A, = AC H — 4C — CB, 

Nun ift CS. 386) AB: AE = AH: AG ; folgs 
lich ift 
AD -- DB: 704. CB — 4C — CB : 4D — DB. 
Zweiter Fall. Wenn der Pe peudickel CD, 
wie im Dreiecke 406 Fig. 166 außerhalb des Drel⸗ 
eds fallt, fo werden die zwiſchen den Endpunkten der 
Grundlinie und dem Perpendickel enthaltenen Abſchnitte 
AD, GD (en; ihre Summe iſt alfo AD ＋ DG 
= AB und ihre Differenz AD — DG — 46. Em: 
ſtruction und Beweis find ubrigens wie im erſten Falle. 


$. 390. Aufgabe. 

Eine gegebene begränzte gerade Linie 
AB Pig. 167 nach dem äußern und mittlern 
Verhältniß zu theilen; das heißt fie fo zu 
theilen, daß der größere Abſchuitt bie mitt⸗ 


Ge Fe 


lere Proportionale zwiſchen der ganzen Li⸗ 
nie und dem kleinern Abſchnitte werde. 

Auflofung. Auf 4B. errichte man (F. 253) 
aus einem ihrer Endpunkte A einen Perpendickel & 
— LAB; aus E beſchreibe man mit A einen Kreis; 
ziehe BEF, welche den Kreis in D ſchueidet, und 
made BC — BD: fo iſt C der geſuchte Theilungss 
punkt, fo daß 4B : BC — BD: fo iſt C der ge 
ſuchte Theilungspunkt, fo daß AB: BC — BC: AC. 

Beweis. Da BA auf AE ſeukrecht ſtehet, (o 
ift fie (§. 226) eine Tangente des Kreiſes, und daher 
($. 387) 

BD: 4B AB: BF 

oder (S. 310), AB: BD — BF: d; 
folglich ($. 3222 4B — BD: BEA BD: e AB. 

Nun aber it 4B — BD — AB — BC— AC 
und BF -— AB — BF—2.AE=BF — FD 
($. 36) = BD — BC; 
folglich iff, wenn dieſe Werthe in die vorhergehende 
Proportion geſetzt werden 

40: BC — DC: AB, 


$. 391. Aufgabe. 

Einen Kreis zu beſchrelben, welcher 
durch zwei gegebene Punkte C, D Fig. 175 
gehe und eine der Lage nach gegebene unbe⸗n 
gränzte gerade Linie AB beruͤhre. 

Auflöſung. Man verbinde C und D durch 
eine gerade Linie. | 

Erſter Fall. Iſt Fig. 169 CD der AB pas 
rallel, ſo halbire man CD in E, errichte darauf aus 
E einen Perpendickel EF und lege ($.213) durch O, 


, — 234 — 
, D einen Kreis, fo wird dieſer der verlangte, und 
£ fein Beruͤhrungspunkt ſeyn. 1 

Beweis. Da ble Sehne DC in E halbirt ift, 
(o gehet (S. 209) der Perpendickel EE durch ben Mit: 
telpunkt E, und FG iſt alſo ein auf DC ſenkrechter 
Halbmeſſer? er muß daher auch (8. 127) die der CD 
parallele AB in F ſenkrecht ſchueiden. Folglich iſt 
(F. 226) AB eine Tangente des durch O, D gehenden 
Kreiſes. 

Zweiter Fall. Wenn Fig. 170 CD der AB 
nicht parallel ift, fo verlängere man fie bis fie die AB 
in A ſchneldet, ſuche (§. 369 IT) zwiſchen 40 und AD 
die mittlere Proportionale AE: trage fie auf AB von 
A bis F, und lege ($. 213) durch 7, C D einen 
Kreis, fo wird dieſer der verlangte ſeyn. 

Beweis. Da nach der Conſtruction AD : A 
= AE: AC und AE — AF, fo iſt AD: AF= 
AH: 40. Folglich ift ($. 388) AF eine Tangente 
des durch C und D gehenden Kreifes CFD. ö 

5 $. 392. Aufgabe. 

In einen gegebenen Kreis AEF Fig. 168 
tin reguläres Zehneck einzufchreiben. - 

Auftöfing. Man thelle (S. 390) den Halbmeſſer 
AC im Punkte JD nach dem aͤußern und mittlern 
Verhaͤltuiß, fo wird der größere Abſchnitt CD die 
Seite des geſuchten Zehuecks ſeyn. 

Beweis. Man trage (F. 265) in den gegebenen 
Kreis die Linie AB — CD ein und ziehe BC, BD. 

Da nach der Conſtruction 4D ; DC = DC : AC, 
aber AB = DC und (F. 36) 4C = BO, (v ift auch 

AD: DC = AB: BC; 
folglich ($, 352) C ABD = DB. 
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Ferner iſt in den Dreiecken ABD, ABC der 
Winkel 4 beiden gemein und die ihn einſchließenden 
Seiten proportional, nehmlich AD: 4B — AB : AC; 
folglich ift (§. 360) A ABD «v ABC und daher 
der L ABD — ACB; nun war auch / ABD = 
DBC, folglich it 40 = 4 ABC — CAB, 
weil (§. 55) / ABC — BAC. Es ift alſo ($130) 
ACH — RAR WEM 
5 IO 

Da nun ($. 288) der Centriwinkel eines regulären 
Zehnecks 456 beträgt, fo ift 40 dieſer Centriwinkel, 


alſo AB — CD die Seite des eingeſchriebenen Zehn⸗ 
ecks. 


$. 393. Zuſatz. 
Verbindet man die Punkte B und F, E und A 
u. f. w. durch gerade Linien, ſo erhält man (F. 273) 
ein im Kreiſe eingeſchriebenes Fuͤnfeck, und nach $.244 
kann man durch fortgeſetztes Halbiren der Bogen AB, 
BE x. in den Kreis ein veguláreó 202, 402, gotd it 
einfchreiben, 


$. 394 Anmerkung. 


Aus $:270 folgt, daß das Einſchreiben tegulárer Po⸗ 
Ingone in den Kreis, auf die Eintheilung der Peripherle 
in eine gewiſſe Anzahl gleicher Theile zurückkommt. Die 
bisher gegebenen Verfahrungsatten, um in einen Kreis 
ein regulaͤres Polygon von 4, 8, 16, 32 1c.5 desgleichen 
von 3, 6, 12, 24 zc., oder von 5, 10, 20, 40 ic. Geis 
ten einzuſchreiben, dienen zugleich die Peripherie des 
Kreiſes nach den Zahlen dieſer verſchledenen Reihen ein⸗ 
autheilen, 
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Tragt man nun ale einem Punkte A Pig. 168 in den 

Kreis die Seite Aa. des regulären Sechsecks und zugleich 

die Seite AB des regulären Zehnecks ein, fo ift der Bo⸗ 
gen Aa der Peripherie, und der Bogen, AB = Ae 

der Peripherie, alſo wird Da Aa —AB = A 18 de 
der Peripherie ſeyn. Man kaun daher id ($..210) In 
den Kreis ein reguläres 15ed, und baher durch fortges 

ſetztes Halbiren der Bogen, ein regelmaͤßiges zo⸗, 607; 

12070. Ic. einſchreiben. 29 

$. 395. Lehrſatz. 

Wenn zwei ähnliche Figuren 450DR, 
abcde Fig. 171 in Kreiſen eingeſchrieben find, 
(o verhalten fid) ihre Perimeter wie die 
Durchmeſſer oder Halbmeſſer dieſer Kreiſe, 
ihre Flächen raͤume aber wie die Quadrate 
dieſer Halbmeſſer oder Durchmeſſer. 

Beweis. Man ſuche die Mittelpunkte 7, f 
beider Kreiſe; ziehe die Durchmeſſer 46, ag, desglei⸗ 
chen die Linien 40, ac, BG, bg. 5 

Erfter Theil. Da 450 DE & abcde, ſo ift 
auch (S. 3700 A ABC & abc und daher ($. 353) 

BCA —= bea. Nun find (F. 238) die Winkel 
BOA, BGA, als auf einerlei Bogen AB ruhend, 
einander gleich, und aus gleichem Grunde ift ben — 
bga; folglich ift BGA — bga. Ferner iſt (§. 2510 
ZABG=R = abg, folglich it ($.357) A ABG 
v) abg, und daher 

AB; ab — AG: ag = AF: af. 

Nun iſt (F 377) 
AB -- BC 4- CD -- DE 4- EA: ab ＋ be 4 

cd de ＋ ea = AB 1 ab. 

Folglich (ft ($. 303) 


AB BO A. CD -- DE ＋ EA: ab & bo + 
cd - de Lens 4G ag = AF : afa. 
Zweiter Theil. Da AB: ab — AG i ag 

— AH: af (erſter Theil), fo ift ($. 325) 

AB: ab? = AG? 1 ag? = A: af. : 
Nun iſt ($. 379) ABA: ab? = ABCDE: abcdes 
folglich ift (§. 303) 

ABCDE  abcde = AG? : ag? = AA: af, 


F. 396. Zu ſatz. 
i Da (. 355) alle reguläre Figuren von- gleicher 
Seitenzahl einander aͤhnlich find, fo verhalten fü ihre 
Perimeter wie die Durchmeſſer oder Halbmeſſer, und 
ihre Flachenräͤume wie die Quadrate der Darch meſſet 
oder Halbmeſſer der um ſie beſchriebenen oder der in 
ihnen eingeſchriebenen Kreiſe. RL SSC, 


: $. 397. Zuſatz. 

Iſt daher ein reguläres Polygon abede Fig. 130 
in einem Kreife eingeſchrieben, und ein anderes 40D 
um denſelben beſchrieben, fo verhält fib der Perimerer 
ves eingeſchriebenen zu dem des umſchrlebenen Polpgons 
wie der kleine Halbmeſſer "Om des einen zum kleinen 
Halbmeſſer Od des andern, oder = Om : Ob, weil 
(F. 36) Od — Ok, Hingegen der Flaͤchenraum 
abede: ABODE = Om? ; Od? = Om? x Obs. 


$. 398. Leh rſatz. 

Iſt in einem Kreiſe ein reguläretz Polys 
gon von irgend einer Anzahl () Seiten eim 
geſchrieben, und man ſchreibt in de nſelben 
Kreis ein reguläres Polygon von doppelt 


AC 
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fo vielen (2 7) Seiten ein, fo ift ber Perle 
meter des letztern größer als der des erſtern. 
Wird hingegen um einen Kreis ein regu⸗ 


täres Polygon von 7» Seiten und zugleich. 


um denfelben Kreis ein Polygon von 2/7 
Seiten beſchrieben, ſo iſt der Perimeter des 
letztern kleiner als der des erftern, 

Beweis. Es ſey ab Fig. 172 die Seite eines 
am Kreiſe eingeſchriebenen Polygons von 7 Seiten; 0 
ſey der Mittelpunkt und Oa, Ob Halbmeſſer diefes 
Kreſſes; fo ift der Bogen aah ber u Theil der Perl⸗ 
pherie dieſes Kreiſes; die durch a und b gehenden Zone 
genten find (§. 279) Seiten, und die Theile Aa, Ab 
find (H. 286 D Hälften dieſer Seiten. 

Man ziehe OA und hierauf aus e die ſenkrechte 
AB. Auch ziehe man aal, ab. : 
Deg, 284) Z AO = AOb, und daher ($.239) 

der Bogen aa == ab, fo find die Linien aa — ab 
Seiten eines eingefchriebenen Polygons von 2 n Sei⸗ 
tenz AB ift die Seite eines umſchriebenen Polygons 
von 2 n Seiten, Aa, B find Hälften dieſer Poly⸗ 


gonſeite (. 279) und die Bogen ac, ab. find Theile, 


deren die ganze Peripherie 2 7 enthält, 
Es ift alſo ber = 
Perimeter des eingeſchr. Polyg. von n Seiten n x oh 
— — L von a, Seiten n (a 
Perim. des umſchr. Polyg. von zz Seiten = nx (Aa -1- Ab) 
— — — von 2 Seiten — n x(aA Db) 
Peripherie des Kreiſes von 2 n Seiten — nx Bogen aa b. 
Nun iſt (. 97) aa ab > ab; folglich iſt 
nuch (Grundſ. 12) n x (a ab) Y x ab. 
Ferner iſt (F. 97) AB. < AA + AB! und bas 


"EE 
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her (Grundſ. 9) at A A + Bb Ca 44 
+ A + Bb oder 

a4 Bb « aA + Ab; 
folglich ig auch n x a « n x (a4 Lk Ab. 


$. 399. $ebrfat 

Bei jedem Kreiſe laſſen fid) zwei regu» 

laͤre Polygone, ein eingeſchriebenes und ein 
umſchriebenes von der Beſchaffenheit fine 

den, daß die Differenz ihrer Perimeter klei⸗ 

ner als jede gegebene Linie iſt, ſo klein dieſe 
letztere auch ſeyn mag. 

Beweis. Es fep der Peximeter des umſchriebe⸗ 
nen Polygons 450 DE Fig. 130 — P und der des 
eingeſchriebenen abede — p; fo ift ($. 397) 

P:p= Od: Om = Ot: Om 1 

folglich P p: P Ol — Léi Ok — mb: Ol 
und daher (8. 31) P — p =" OE PE T 
Man kann aber mb fo klein nehmen, daß der Theit 


DE x P fleiner als jede gegebene Linie wird, Denk 


geſetzt dieſes ſey für einen gewiſſen Werth von mb noch 
nicht erreicht, fo kann man doch (F. 335) durch fort⸗ 
geſetzte Halbirung des Halbkreiſes auf einen aliquoten 
Theil der Peripherie kommen, welcher kleiner als der 
Bogen ekd iſt, und der dieſem Bogen correſpondirende 
Abſtand der Sehne von der Peripherie wird kleiner als 
mk ſeyn. É 

Die Differenz P — p kann daher kleiner als jede 
gegebene noch fo kleine Größe werden. 


$. 400 Zuſatz. i 

Da (F. 398) die Peripherien der umſchriebenen 
Polygone deſto mehr abnehmen, je mehr ſie ſich dem 
Kreiſe nähern, indeß die der eingeſchriebenen Kreife untet 
denſelben Umſtaͤnden immer zunehmen, ſo iſt offenbar 
die Peripherie des Kreſſes kleiner als der Perimeter 
eines jeden umſchriebenen, und größer als der eines 
eines jeden eingeſchriebenen Polygons. Dieſe Peripherie 
wird alſo bon einem jeden dieſer Perimeter um weniger 
unterſchieden ſeyn, als die Differenz dieſer letzteren 
ſelbſt beträgt. — ——- : 

Da nun ($.399) die Differenz dieſer Polygone 
kleiner als jede gegebene Größe werden kann, fo läßt 
ich immer ein reguläres Polygon, es fep ein einge 
ſchriebenes oder ein umſchriebenes von der Befchaffenheit 
finden, daß die Differenz zwiſchen feinen Perimerer 
und der Peripherie des Kreiſes kleiner als jede gegebene 
noch fo kleine Größe ſey. 


0 §. at, Aufgabe. * 

Es find zwei concentriſche Kreiſe APP, 
KdN Fig. 173 gegeben; man foll in ben grös 
fern ABE ein reguläres Polygon von gera: 
der Seitenzahl einſchrelben, deſſen Perimen 
ter den kleinern Kreis nicht berühre. 

Aufloͤſung. Man ziehe den Halbmeſſer CO, 
etrichte darauf in K einen SDerpenbid'el und verlaͤngere 
ihn bis H und I, fo ift ($. 226) HL eine Tangente 
des Kreiſes Kd N, welche von der aͤußern Peripherie 
einen beſtimmten Bogen 77 OL abſchneidet. Mau hal⸗ 
bire (F. 244) den Bogen DO und ſetze bieje Halbi⸗ 
rung fort: (o kommt man (F. 335) irgend einmahl auf 


d N wicht berühren kann. 


einen aliquoten Theil, BO, der Peripherie, welcher klei⸗ 
ner als AO if, Man fälle aus B auf PO, einen 
Perpendſckel BM, verlängern ihn bis A und ziehe AO, 
OB , ſo find dieſes Seiten des geſuchten Polygons. 
Beweis. Da BA, HL parallel find und letztere 
den Kreis Kd N beruͤhrt, fo kann ihn 84 nicht bes 
rühren, uod) weniger alfo beruͤhren ihn die Seiten BO, 
OA. Wird mun die Seite BO. in den Kreis ABF 
herum geiragen, fo wird ($. 270) ein reguläres Poly 
gon von gerader Seitenzahl entſtehen, walter den Ant 


ze 


F. 402. Leh daR, 


Si Die Peripherien zweier Kreiſe Taste; 


Kd'N Fig. 173. verhalten ſich wie SE 


Halbmeſſer cd, Cd. ` 


Beweis. Es ſey die Periphere des einen Kreis 


ſes — E und die des andern — E. Wäre nun nicht 


„ : = ed: Cd, ſo ſey „: — cd: CD, wo 


entweder CD > Cd oder CD T Cd, 


Erſter Fall Es ſey CD > Cd. Man Be 
ſchreibe aus C mit CD einen Kreis, ODE, welcher 
($. 198) dem Kreiſe Kd'N concentriſch ſeyn wird; 
trage (§. 401) in letztern ein Sep: Polygon ABDEFG 
ein, welches den Kreis Kc nicht berührt, unb trage 
in den Kreis ade ein regulaͤres Polygon abdefg von glei⸗ 
cher Seitenzahl ein; fo ift, wenn man den Perimeter 
des letztern Polygons durch p und den des erſtern durch 
P bezeichnet ($. 2 Gelb ) 

D ed: C 

Nun iſt bid nach ber Deg 

Q 


— 
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7 Ek: % ed; CD folglich wäre 
(8. 9% | k:kE pipi ES 
welches ($. 300) unmöglich iſt, indem & > p, fina 
gegen Een: : 

Zweiter Fall. Waͤre & : 1 = cd: X, 
wo X S/ €d., fo gäbe es doch zu den drei Linien X. 
cd, Cd' eine vierte Proportionallinie Z, (S. 366) fo 
daß X: cd se Cd“: I ober ($. 311) X: Cd. = 
ed: Zz, wo ($. 300) Z > cd, weil nad) der Voraus⸗ 
ſetzung Cd > X. Kehren wir die Proportion £ : 
K.— cd: X um, fo bag „: X: cd und vers - 
gleichen dieſe mit X: cd — Od: Z, fo folgt ($. 300) 

L D 

welches unmöglich iſt (erſter Fall) indem 2 > cd, 


Folglich (i 
k : A — cd H Cd, 


a H. 403. Lehrſatz. 5 

Kreisflächen 40D, EFGH Fig. 174 ver 
halten (id wie die Quadrate ihrer Durchmeſ— 
fer BD, FH, oder wie die Quadrate ihrer 
Halbmeſſer BS, IU. 2 E 1 A 

Beweis. Wäre nicht BDq: TH = Flache 
ABCD : Stade EFGH, ſo ſey Bi: FHg= Fläche 
ABCD : Fläche N, fo daß entweder der Flachenraum 
 R<EFGH oder R N EFGH, : 

Erſten Theils erfter Fall. Es ſey N « Fl. 
EFGH und BDq: FHq = Fl. ABCD ; R. 2 

Man beſchrelbe ($. 274) in den Kreis EFGH. 
das Quadrat EZ'GH ein, fo iſt dieſes größer als ber 
Halbkreis. Denn meum man durch die Punkte Z,F,G,H, 
Tangenten zieht, fo iſt (S, 164) das innere Quadrat 


DH 


x ESAME 
EFGH die Hälfte des aͤußern. "an Ift (Grundſatz 3) 
der Kreis kleiner als das äußere Quadrat; folglich iſt 
das innere Quadrat größer als der Halbkreis. 
Man halbire die Bogen EF, PG, GH, HE, 


in ben Punkten J, K, L, M und ziehe EI, IF, FR. 


KG, GL, LH, HM, CIS fo iſt jedes der hier⸗ 
durch entſtandenen Dreiecke IFE, KGF, LHG ic. 
groͤßer als der Abſchnitt worin es befindlich iſt. Denn 
werden durch die Punkte I, X, I., M Tangenten ge⸗ 
zogen und die Parallelogramme vollendet, fo iſt (S. 164) 
jedes der genannten Dreiecke die Hälfte des Parallelo> 
gramms, worin es befindlich ift; Nun ift jeder Kreisa 
abſchnitt kleiner als das dazugehörige Parallelogrammz 
folglich iſt jedes der genannten Dreiecke größer als die 
Hälfte des dazu gehörigen Abfchnitts, - 3 

Wird bie Halbirung der Kreisbogen fortgeſetzt, und 
bei jeder Halblrung oblge Conſtruction wiederholt, fo 
bleiben (§. 335) endlich einmahl Kreisabſchnitte, etwa 
die auf den Linien EZ, IF, FK 1c übrig, welche zus 
ſammen kleiner ſind als der Ueberſchuß des Kreiſes 
EFGH über die Flaͤche R. Folglich iſt das hlerdurch 
erhaltene Polygon ELFKGLH M > R. 

Man beſchreibe nun in den Kreis 4800 ein dem 
erhaltenen Polygone ähnliches Polygon 4NBOCPDQ: 
(o iſt ($. 395) 

BDq i FHq = Yolyg. ANB + Polyg. EIS, 
Nun war angenommen 
BDg : FHq Kreis ABCD : R; 
Folglich iſt (§. 303) 
Kr. ABCD: R D Pol. AND: geing, EIFr 
Nun aber iſt Kreis 450 > Polyg . ANB, 


Q à, 
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und daher (§. 300). auch R Y Polyg. EIF, wil 
ches dem Vorigen, daß R «^ EIF widerſpricht. 
Demnach iſt nicht BPg : FHq = Kr. ABCD ; A, 
wenn R C Kr. EPGH, Be 

Aus eben den Gründen ift auch nicht Fo: BDꝗ 
— Kreis EFGH ; 2, wenn die Flache 2 < Kr. 
45. Se Ee 

Erſten Theils Zweiter Fall. Es ſey die 
Fläche R > Kr. EFGH, und BDg : FHq = 


Kr. ABCD: R, daher auch Fg: BDꝗ = H: Kr. 


ABCD fo muß es doch zu den drei Flaͤchen N, 


ABCD, EFGH eine vierte Proportionalfliche Z gr: ` 


ben, ſo daß Së ; 
, P WM, ABCD = fn. BFOH : 2, 


worin ($. 300) Z C $t. 4BCD, weil Kr. EFGH « 8. 
Nun ift: angenommen 
FHq: BDꝗ = N: Kr. ACD; 
folglich wäre (S. 3) i 
FHg : Biu = Kr. EFGH : Z, 


welches nach dem erſten Falle unmöglich ift, weil Z T 


Kr. 48D. 
Demnach kann die Proportlon 


E 
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BDg : FHq = Kr. ABCD : R nicht ſtatt 
finden, fo lange K T Kr. EFGH oder e N HH. 
Folglich ift Leet ) ij 


BD FHq = Kr. ABCD : Kr. EFGH. 


Zweiter Theil. Da BD — a BS : und 
FH = 3 V ſo iſt BD: EH = S: FU, und 


daher ($.325 ) 
BDq:FHq = BSA: FUq. 
Nun ift (erfier Theil) 
BDq:FHq = Kr. ABCD: Kr. EPGH, 


mm 


Folglich iſt (§. 303) Kr. ABCD : Kr. * 
2569: FUq. 8 


FS. 404. Zuſatz. 
Kreiſe 480 D, Er find im zuſammen geſetz⸗ 
ten Verhaͤltniſſe ihrer Halbmeſſer und Peripherien. Denn 
es ſeyen ihre Halbmeſſer R. r; ihre Peripherien K, E 
und ihre Flaͤchenraͤume Q, 4, fo. fft ($. 402) 

n 

und auch R: = R: 
folglich iſt ($. 324) KR : br = qu: 72. Nun iſt 
auch (§. 403) Q : q — N 2: 723 folglich iſt 4$. 303) 
Gi Kt Scr h T R 9. 5 


H. 405. Lehrſatz. 
Wenn mau auf alle drei Seiten eines 
rechtwinklichten Dreiecks ABC Fig. 175 Kreiſe 
(ett, fo ift der Kreis auf der Hypothenuſe 
der Summe der Kreiſe auf den beiden Ka⸗ 
tbeten gleich. 
Beweis. Der Kreis auf der Hypothenuſe ſey 
, = uud die Kreiſe auf den Katheten ſeyen X und 
V, fo iſt ($. 403) 
g X: Y e A4Bq.; ACq 
folglich e 322) 
X ＋ V: V= AB 404: ER 
Ferner ift (S. 403) 
Y: Z- dg" BCq. 
Wird aus beiden letzten N eine zuſam⸗ 
men geſetzt, ſo iſt 
XIV: Z = ABg -+ 4045 BCq. 
Nun ift (S. 173) nu. ＋ 40 = 304; 
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folglich iſt auch (5. 300) | 
XT =Z x. 
$. 406. Zuſatz. 
Wie ein Kreis zu beſchreſben fep, welcher der Sum. 


me oder Differenz zweier gegebenen reife gleich ſey iff 
aus (F.“ P und 180) leicht abzunehmen. 


Anmerkung. 

Die Mondfoͤrmigen Flachen DBX, AECY 
Fig. 275 ſind zuſammen dem rechtwinklichten Dreiecke 
Ah gleich. Denn der Halbkreis BACB — Halbkr. 
BDAB + Halbkr. 420A; und zieht man von beiden 
die gmeinſchaftlichen Abschnitte AXBA 4 AYCA . 
ſo bleibt A ABC = ADBX + AECY, . 


$. 407. Le hrſatz. : 
Die Kreisfläche abde ꝛc. Fig. 176 iſt einem 
Dreiecke Imn gleich, welches eine der ert 


pPherie P dieſes Kreiſes gleiche gerade Linie 


nn zur Grundlinie und den Halb meſſer deſ⸗ 
ſelben zur Höhe hat. 
Beweis, Wäre das Dreieck Imn nicht der Kreis, 
flaͤche abd gleich (o ift entweder Vun < Kreis abd 
oder mn Kreis abd, 

Erſter Fall. Wenn Imn T Kr. abd. Man ö 
beſchreibe ($. 403) in den Kreis ein reguläres Polygon 
abdefg ein, deſſen Differenz vom Krelſe kleiner werde 
als die Differenz zwiſchen dem gegebenen Dreiecke Imn 
und dem Kreiſe, fo daß Polyg. abdefg > A imn. 

Bezeichnen wir den Perimeter dieſes Polygons durch 
p. fo La es Ae 299) einem Dreiede ogr gleich, weſches 


- 


19 p zur Grundlinie und den kleinern Vader 


ch — or zur Höhe hat. Es ift daher (S. 346) 
A ogr & Imn or x qr: lm x mn ` 
or x pi Im, x P. i 

Da aber (F. ou ch « cd ober or < Im und \ 
($. 400) p<P, fo ift auch or x p & Im x P, 
und daher oar T nn, oder Polyg. abdefg < Imn 
welches der Annahme, daß abdefg > imm widerſpricht. 

Folglich iſt nicht Enn kleiner als der Kreis abd. 


Zweiter Fall. Wäre A Imn > Kr. abd. (e 
Tann man auf ähnliche Art wie in (S. 403) um bem 
Kreis ein Polygon a 5d beſchreiben, welches Bei 
ner als Imn ij. Dieſes Polygon ift einem Dreiede 
o'g'r' gleich, welches den Perimeter gr = p zur 
Grundlinie und ben Halbmeſſer cd = or. Lud Höhe 


hat, und es ift ($. 346) 


: imm = or: rd: e 
sz gr X : In x P. 


Da aber, or = cd = Im hingegen ($. 400) p > 
P, fo. ift aud) or x p 2» im x P, unb ‚daher 


($. zoo) oq' > Imn oder Polyg. a’b’d'e gz 
A imn, welches der Annahme daß Polyg. ah auf gx 
inn widerſpricht. 

Da alſo das A nm weder kleiner noch ae 
als der Kreis abe ſeyn kann, (o ift es ihm gleich. 


$. 408. Lehrſatz. 
Wenn man aus den Scheitelpunkten 
O unb 0 zweier Winkel 400, 400 Fig. 177) 
mit einerlei Halbmeſſer zwei Kreisbogen, 
4C, A beſchreibt, ſo ift das Verhältniß der 


zwiſchen din Schenkeln eines jeden Winkels 
enthaltenen Bogen dem dieſer Winkel gleich. 

Beweis. Man ſuche auf ähnliche Art, wie in 5 
($. 339) das gemeinſchaftliche Maaß der Bogen 40, 
40, fo find dieſe entweder commenſurabel oder in⸗ 
commenſurabel. , i 


Erſter Fall. Sind fe commenſurabel, iſt ete 
wa der geimneinſchaftliche Bogen AB in 40, m (5) 
mahl und in 40, n (3) mahl enthalten, fo ift, 
AC: AC. — 5. AB =. AB — 5:3 (C. 302) 
Da ferner die Bogentheile AB, BD, DE x. 
desgleichen 4 B, BD, D'C', einander gleich find, (o 
find auch ($. 230) die Centriwinkel 405, 500, 
DOE x. desgleichen 40 B, BOD, D'OC' eiuan⸗ 
der gleich, und es iſt alſo s 
Z. 400 = 5. AOB und C 4 O'C' — 3. AOB, 
und daher 400 : AO = 5. AOB 13. 405 S513. 
Wird dieſe Proportion mit der obigen 
a 3 
verglichen, fo fft (S. 303) 
A400: 400 = A4: 40. 
RE Fall. Sind die Bogen 40, 40 
incommenſurabel, ſo kann doch das Verhältniß der Win⸗ 
kel 400, 400 weder groͤßer noch kleiner als das 
der Bogen 40: 40 ſeyn. 
Denn wäre Pig. 178 400: 400 AO: Ad, 
wo der Bogen Ad > AC, fo halbire man (F. 244) 
den Bogen JC und ſetze dieſe Halbirung fort, bis man 
(S. 335) auf einen Bogen kommt, der kleiner als CA 
iſt. Man trage dieſen Theil vou A auf 4d, (o muß 
nothwendig ein Theilpunkt e zwiſchen C und d fallen, 


— d. 7. 


Zieht man nun Oe, fo ift, weil 40, de commenſu⸗ 
rabel find (erſter Fall) e. a 
X AOC' AO — AC Ae. 
Nun iſt nach der Vorausſetzung 
400. 400 = AC Ad; 
folglich ift ($. 327) an 
A4 O'C AO = Ad: Ae. 

e Nun ift Ad >. de und daher auch (F. 300) 
400 o» e, welches unmöglich ift (Grundſ. 3) 
Wäre 400: 40 = A0 A, 
wo Ad T AC, fo muß, wenn man wie im vorher⸗ 
gehenden verfährt, ein Thellpunkt e' zwiſchen d und 

fallen, und es iſt (erſter Fall) SC 
400 AO .— 40: Ae. 
Nun iſt auch, ; £e 
40 400 m A0: Ad; 
folglich wäre ($. 327) — - 
f 4: 40e = Ad: He, | 
Nun (t 4 > Ad und daher auch (F. 300) 
4% AO, weiches (Grundſ. 3) unmöglich ifi 
Folglich iſt , 
400; 400 ss A0; 40. 


ö F. 409. Zuſatz. d 5 

„Jede zwei Perlipheriewinkel E An. BAC, Fig. 117. 
verhalten ſich wie die zwiſchen ihren Schenkeln enthals 
tenen Bogen ER, DC: deſſelben Seife, Denn zieht 
man die Halbmeſſer ER, EC, fo iſt (S. 23) 

Fh — 2, FAB, BEC — a. BAC. - 

Nun iſt (§. 408) FEB: BEC = FB: BO; 

folglich 18 auch (F. 307) 
: FAR i: BAQ = ER: EQ, 


„ 


M 
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- §. 410. Zuſatz. 
Iſt Fig. 179 40 = HM — aCf, alſo ($. 274) 
der Bogen A oder af der vierte Theil der Peripherie 
oder ein Quadrant, fo ift 
ACB 3 ACF = AB: AF. = ab : af. 


$. 411. Zu ſatz. 

Denkt man ſich den rechten Winkel in eine beſtimm⸗ 
te Anzahl gleicher Theile getheilt, ſo wird der mit ir⸗ 
gend einem Halbmeſſer zwiſchen den Schenkeln des rech⸗ 
ten Winkels beſchriebene Quadrant durch dle Schenkel 
der Winkeltheile in eben ſo viele gleiche Theile zerlegt; 


und fo viele Winkeltheile irgend ein Winkel ACB vom 


rechten enthält, eben fo viele Vogentheile wird AB 
vom Quadranten 45 V, und ab vom Quadrauten abf 
enthalten. Der Bogen iſt daher das natuͤrlichſte Maaß 
des Winkels. E | 


F. 4a. Willkührlicher Satz. e 
Man denkt fid) gewöhnlich den rechten Winkel iu 
9o gleiche Winkeltheile zerlegt und nennt einen ſolchen 
Theil einen Winkelgrad. Eben ſo denkt man ſich 
den mit irgend einem Halb meſſer zwiſchen den Schen⸗ 
feln des rechten Winkels beſchriebenen Quadranten in 
90, alſo die ganze Peripherie in 360 gleiche Theile zer⸗ 
legt, und nennt einen ſolchen Theil einen Bog en⸗ 


grad. a 

Jeden Winkelgrad denkt man ſich wiederum in 60 
gleiche Theile getheilt, welche Winkelminuten hei⸗ 
ßen, und eben fo denkt man fid) jeden Bogengrad in 
60 gleiche Bogen zerlegt, welche Bo genmiuuten 
heißen. Die Minute wird ſo wohl beim Bogen als 
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beim Winkel in 60 Secunden, die Secunde in 60 Ter⸗ 
tien ꝛc. eingetheilt. ? — 

Man bezeichnet den Grad durch (), die Minute 
durch (0, die Secunde durch (/) ꝛc. So z. B. bedeu⸗ 
tet 376, 45“. 29. 38 einen Winkel oder Bogen von 
27 Graden 45 Minuten 29 Secunden und 38 Tertien. 


Ein SRinfefgrab ift demnach — x R; 


; I S I 
— — — — N, 
eine Wſukelminute em: R 8105 


5 , 11 2 I 
ct zh ILLO ua. qe; V adam 
ne Winkelſecunde Ser R 924000... 
Bezeichnen wir die Peripherte eines Kreiſes durch 
P und den Quadranten durch O, fo it ein Bogen⸗ 


grad - vi 


95 369.5 
eine Bogenminute — PEN 


uU. f. w.“ 

Da hiernach die Winkelgrade, Minuten und Se⸗ 
eunden, eben ſolche Theile des rechten Winkels, als dle 
Bogengrade, Minuten ꝛc. Theile des Quadranten ſind 
fo hat man den Unterſchied zwiſchen Winkel- und 
Bogengraden nicht beſonders anzumerken möthig. 


K. 473. Lehrſatz. 

Wenn in ungleichen Kreiſen ADF, adf 
Fig. 179. Die Winkel am Mittelpunkte 40, 
acd einander gleich find, fo verhalten fid) 
die Laͤngen der zwifchen ihren Schenkeln ent⸗ 


4 
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halten en, Bogen AD; ad, wie bie Periphe⸗ 
rien, oder wie bie Halbmeſſer dieſer Kreiſe. 

Beweis. Es fei die Peripherie des aus C mit 
CA — R beſchriebenen Kreiſes S P. und die Peri⸗ 
pherſe das mit Ca = beſchrlebenen = p, (o ift 


($. 408). 
Bogen, AD : p = , ACD: 4 N 


und Bogen, ad : p — od AR 
folglich ift F. 303), Dog. AD ; P Bog. ad : p. 
oder ($. 311) 
Bog. AD : Bog. ad — P: pe 
Nun ift ($. 402) P: R: 
folglich iſt. Bog. AD ` Bog. ad = CR r. 


FS. 414. Lehrſatz. 
: Werden zwiſchen den Schenkeln zweler 
ungleichen Winkel acd, ACK Fig. 179 aus deren 
Scheitelpunkte mit verſchiedenen Halbmeſ⸗ 
fern Ca, CA die Kreisbogen ad, AK beſchrie⸗ 
ben, io. find die Langen dieſer Bogen im zus 
ſammengeſetzten Verhaͤlt niſſe dieſer Winkel 
und der ihnen zugehörigen Halb meſſer. Es 
ift nehmlich 
Bog. ad : ei Seel ACK) + 
(Ca: CA). 
Beweis. Man lege an aC in C die Winkel 
aCl = add an, (o ij (S. 239) al = ad, und 


98) 
9 4 ; ab Cad: act, 
und ($, arg) ab : A bs AK — "a0 4.40 


forgtich (9. 309) 4 SITAE DA Ma aCK) A 


Nun ift al = ad und Z 407 = add; 


ſolglich iſt ad: AK = (. st" Lr E 


alſo Bogen AK — 


€ aC : AC 9. 


i F. 415. Lehrſatz. 
Wenn zwiſchen den Schenkeln zweier un⸗ 


gleichen Winkel 40, aCk, Fig. 179 aus des 


ren Scheitelpunkte mit ungleichen Halbmeſ⸗ 
fern die Bogen AL, ak beſchrieben werden, 


fo ift das Verhältniß der Winkel AOL, ech 
aus dem directen Verbältniffe der Bogen 


AL, ak und dem umgekehrten de 
der Halbmeſſer zu ſammengeſetzt. : 
Beweis, Man mache den Winkel aCl= —ACL, 


ſo ift (§. 408) 


4L ACL: ACK = Bog. AL: Bog. AK. 
Es iſt aber aud) (§. 413) 
Bog. AK : ab — AO: 405 
AC di 
ot x 


folglich ift, wenn wir dieſen Werth von AK in obige 
Proportion ſetzen 


Z ACL'; ACK = Bog. AL : E ak 
se AL. a C; ab. 40 
7 CAL : ab ) ＋ : 40). 
$.416, Lehr ſatz. 
Aus ſchuftte 4CB, ACD Fig. x79 eines und 
deſſelben Kreiſes oder auch gleicher Kreiſe 


verhalten ſich wie die ihnen zug ehoͤrigen 
Bogen dB, AD, 


a 
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Beweis. Man ſuche das ‚gemeinfarliche Maaß 


L4 


beider Bogen. 


d Erſter Fall. Sind fie ſcommenſurabel, fo trage 
man deren gemeinſchaftliches Maaß AE von A bis B, 
m (3) mahl, von A bis D, n (5) mahl und ziehe nach 
den Theilpunkten E, E, H gerade Linien; fo find, 
well die Bogen 4%, EG ic. einander gleich find, auch 
(F. 243) die Ausſchnitte 4CE, ECG, BCH x. eins 
ander gleich. 
Es ijt alſo Ausſchn. 405 — 3 x ACE und 
ACD 5 x ACE 
und daher Ausſchu. 405 : Ausſchn. 40 = 3: Kaz 
Nun iſt auch 
Bogen AB: AD r5 


Diaen, 3%ꝗ „ 


Ausſchn. ACB ; Ausſchn. ACD = Bog. A5 
Bog. AD. } 


Zweiter Fall. Sind die Bogen AB, AD iu 
commenſgrabel, fo laͤßt fi auf gleiche Art wie in 
F. 408 beweifen, daß das Verhältniß der Ausſchnitte 
weder groͤßer noch Keiner als das ihrer Bogen ſeyn kann. 


'& 417. Zuſatz. 

Der Ausſchnitt ACD Fig. 179 verhaͤlt ſich zur 
ganzen Kreiöfläche wie der Bogen 4D zur ganzen Pe⸗ 
ripherie des Kreiſes. Denn zieht man auf CA den 
Peipendickel CH, fo ift ACH — R, der Ausſchnitt 
ACFA ein Quadrant; und es iſt (§. 416) 

ACDA : ACFA : = AD: AP 


und daher ($. 301) 
ACDA:4 4GFA cx = AD:4AF, 


| eU LEE ! 
wo 4 40 l die ganze Kreisfläche und 4 AM die 
ganze Peripherie ausdruͤckt. 


§. 418. Lehrſatz. 

Jeder Krelsausſchnitt deed Fig, 176 ift 

einem Dreieck Int gleich, deſſen Grund⸗ 

linie mt der Lange des Bogens de, und 

deſſen Hoͤhe im dem Halbmeſſer cd det 
Ausſchnitts gleich iſt. 

Beweis. Man denke fij) st fo weit verlän⸗ 
gert bis mn der Peripherie JP des Kreiſes O gleich 
werde, zu welchem der Ausſchnitt deed gehört und ae: ` 
he In: fo ijt (§. 341) 
^0 dImn : dmt = mn: mt = P: Bog. de; 

Nun iſt auch ($. 417) 

e Ausſchn. deed = Pa Sen de; 
folglich ift (S. 303) 

Q : Ausſchn. deed = A Imn : A Imt. ` 
Da aber ($. 407) Q = A mn, fo iſt auch (. 300) 
Aus ſchn. decd = A Int. 


\ §. 419, Erklarung. 
: Zwei Kreisbogen al, 40 Fig. 179 find einander 

aͤhnlich, wenn der eine eben fo viele Theile der ihm 
| ^&wgeborigen Peripherie enthält als der andere, oder 
wenn beide gleich Nek Grade, Minuten, Handen EA 
enthalten. ` 

Ausſchultte 40D, aodb oben Abſchnitte 

AMLA, amla Fig. 179 find einander aͤhn lich, wenn 
die ihnen zugehörigen Bogen ahnlich find» 


$. 420, Zufa tz. 
Wenn zwei Bogen 4, aml Fig, 179 ähnlich find, 
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fo müffen die ihnen zugehörigen Ceutriwinkel ACD, a0 


einander gleich ſeyn. Denn wären dieſe ungleich, fo 
könnten ($. 413) die Bogen nicht einerlei Anzahl Gras 
de haben, alſo nicht einander ähnlich ſeyn. 


S. ger. Lehrſatz 
Aehnliche Ausſchnitte ACDB, aim 


Vig. 179 verhalten fid wie die Quadrate der 


ihren Bogen zugehörigen Halbmeſſer 40, 
'aC oder wie die Quadrate der ihren Bogen 
zugehorigen Sehnen AD, al, 

Auch aͤhnliche Abſchnitte ABDA, -amla 
Fig. 179 verhalten ſich wie die Quadrate 
der ihren Bogen zugehörigen Halbmeſſer 
AC, aC ober wie die Quadrate der dieſen 9os 
gen zugehörigen Sehnen AD, al. 

\ Beweis. Erſter Theil. Es ſeyen die Flächen 
räume der beiden Ausſchnitte A und az die Flächen der 
ihnen zugehörigen Kreiſe ſeyen O, 4; ihre Halbmeſſer 


(UAR, r$ fo ift ($. 417) 


As Bog. AD: A 
und 4 q.s fog. al. 53 
da aber die Bogen 24D , al ähnlich find, und daher 
(F. 419) gleich viele Thelle ihrer Peripherie enthalten, 
fo iſt (G. 300) 
Bog. AD: P Bog, al: p; 
Folglich (S. 303) 4: Ca: 4 
oder (§. 311) 43a — Q:3, 
Nun iſt (H. 403) Q % R dl 
folglich iſt ($. 303) Ara — Re; 


Da ferner wegen ber ee der Bogen 


ABD, aml auch (§. 413) die Centriwinkel ACD, 


«CI gleich find, und uͤberdieß (§. 36) 4C : CD — 
aC. ; Cl, ſo ſind ($. 360) die Dreiecke ACD, aCL ahn. 
lich und es it 4C:aC : al; folglich ($. 325) 
ACqg:alg = ADg : alq; oder RA: r* = 
RER AD: ala; , 
Nun war auch Ara R: 723 
folglich ift ($. 303) 4 a — AD? : al, 
Zweiter Theil. Dad:a— Ri: ri, und 
auch ($. 378) wegen Aehnlichkeit der Dreiecke ACD, 
: aCi; - 
A ACD: A all ss 4C 1 ot — Aa; rà, 
fo ift ($. 303) V 
; A: a = A ACD: A ati; 
folglich ($. 320) z 
4 AACD: a -A a e A: a 
oder Abſchn. ABDA : Abſchn. amla — A: a, 
Nun iſt 4: = R : r AD: als; 
folglich (t (S. 303) 
Abſchn. = 45D Abſchn. amla — Ra; r2 
= AD? als, 


Vierter Abſchnitt. 
Von der Ausmeſſung der Linien, 
Winkel und der ebenen Figuren, 


Erſtes Kapitel. 
Die Ausmeſſung der Anien und Winkel. 


$. 422. Erklärung. i 


Aa unſer Meſſen beſtehet im Aufſuchen des Verhaͤlt⸗ 
niſſes einer gegebenen Größe zu einer andern, ihr 
gleichartigen und als bekannt woraus geſetzten Größe, 
welche dann das Maaß heißt ). d 

Das Maaß einer Linie muß alſo eine Linie, das 
eines Winkels muß ebenfalls ein Winkel, und das Maaß 
einer Fläche muß eine Flaͤche ſeyn. 


*) €. umtiß der mathem. Wiſſenſchaften 6. 2 und 83. 


Fr 
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§. 423. Willkührlicher Satz. 

Zur Ausmeſſung der Langen bedient man fid) faſt 
aller Orten ungefähr die Laͤnge des Fußes eines erwach⸗ 
ſenen Menſchen, weshalb dieſes Maaß ſelbſt ein F u ß 
oder Schuh helßt. Dieſer Fuß iſt jedoch an verſchle⸗ 
denen Orten verſchleden, und deſſen Lange in jedem 
Orte durch die Geſetze beſtimmt. Um daher das Fuß⸗ 
maaß eines Orts in das eines andern verwandeln zu 
koͤnnen, hat man den Pariſer Fuß, welcher einer der 
größten iſt, in 144 gleiche Thelle getheilt, und durch 
forgfältige Unterſuchungen beſtimmt wie viele ſolcher 
Theile der Fuß eines jeden Orts enthält. Die Reſul⸗ 


tate dieſer Unterſuchungen findet man iu verſchiedenen 


Buͤchern zuſammen getragen, unter andern in Vega's 
logarithmiſch Trigondmetriſche Tafeln Bd. 2. Seite 345. 
daſelbſt findet man z. B. 


Ein Aachner Fuß — 128,5 Pariſer Linien 
„ Amſterdammer — 125,5 
Berliner = 127,3 
„Breslauer == 126,0 
Frankfurt a. M. = 127,0 
e Lelpziger == 425,3 
e Rheinländiſcher = 139,13 
H f w. , 


$. 424. Willkührlicher Satz. 

Die Unterabtheilungen der zum Längen magaße ame 
genommenen Einheit find ſelbſt an einem und demſtl⸗ 
ben Orte nicht immer gleich. Bei geometriſchen Bes 
rechnungen wird faft aller Orten der Fuß in 10 Zoll, 


der Qu M0 Linien, die Linie in 10 Serupel 


Aa fu. 7 
Vini R 2 
Av 1 
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xc. eingethellt. Desgleichen nennt man eine Laͤnge von 
at Fuß eine Ruthe. 


Zur Bezeichnung dieser Maaße bedient man ſich 
bei den Ruthen eines o; bei den Fußen eines Strichs 
9; bei den Zollen zweier Striche (^) ic. fo bag 128% 

d. gr. at, 6, eben fo viel als 128 Ruthen, 7 Fuß, 
9 Zoll, 4 Linien und 6 Serupel bedeutet; welche Be⸗ 
zo Sea jedoch nicht mit ber gleichen Bezeichnung. der 
13 85 Minuten, Gesunden 3c. verwechſelt werden 
darf. SE er ) 


Diefe Eintheilung der Ruthe in ro Fuß, des Fu⸗ 
ßes in 10 Zoll ze, heißt die Dezimaleintheilungz 
im Gegenſatze der an vielen Orten beim techniſchen Ge⸗ 
brauche üblichen Dugbezimaleintheilung, bei 
welcher dieſelbe Einheit höherer Gattung in 12 bem Ein⸗ 
heiten der nachft niedrigern Gattung gleiche Theile zer⸗ 
legt wird; alfo die Ruthe in 12 Fuß, der Fuß in 1e 


Zoll, der Zoll in 12 Linien 1c, 


D 


F. 425. 


Um das Dezimalmaaß, (welches man auch wegen 
feiner Anwendung in der Feldmeßkunſt das Feld maaß 
nennt), und Duodezimalmaaß, welches auch das Werke 
maaß heißt, mit einander vergleichen zu koͤnnen, iff 
es zur bequemern Uebexſicht, am vortheilhafteſten die 
Unterabteilungen dieſer Maaße in Tafeln zu bringen, und 
nimmt man bei beiden Arten von Maaßen die Ruthe 
gleich groß an, ſo entſtehen hieraus folgende Tafeln: 


v^ at - 
Dezimal ⸗ Maaß. : 
Ruthe | Fuß | Zoll (awe: | Suet 
d 1o | 20] 10 10000 
| 3! 1o | ; 100 | 1000 
Ka | 1o | p 
| 1 | Io 


— ——— 


Duodezimal e Maas. 
Ruthe | Fuß | Boll Linien ES 


I | 12 | sa | vg | 20736. 1728 | 20736 
— E 


— 
1 | 
S 


sl 
Ss 
Aus dieſen Tafeln ergiebt fid) folgende Verglel⸗ 
chung zwiſchen dem Feldmaaß und Werkmaaß : 
10 Feld Fuß — 12 Werkfuß 
100 Feld Zoll — 144 W. Zoll 
1000 Feld Linſen — 1728 W. Linien 
10900 Feld Scrup. — 20736 W. Scrupel. 


/ 
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F. 426. Zuſatz. l 
Hätte man bei beiden Arten von Maaßen den 
Fuß gleich groß angenommen, ſo wuͤrde aus den hier⸗ 
über anzufertigenden Tafeln folgende Vergleichung her⸗ 
vorgehen. N 
108.30 = 13 W. gol 
100 F. Linſen = 144 W. Linien 
1000 F. Scrup. = 1728 W. Scrupel 
u. f m, 


F. 427. Aufgabe. | 
Dezimal und Duodezimal⸗Maaß in eins 
ander zu verwandeln. SCH 


Auflöſung. Man bringe die gegebene Zahl auf 
ihre kleinſte Gattung von Einheiten; ſuche in beiden 
vorſtehenden Vergleichungstafeln, wie ſich dieſe Gattung 
Einheiten des gegebenen Maaßes mit der gleichnahmi⸗ 
gen Gattung des andern Maaßes vergleicht: ſo laͤßt 
ſich das Geſuchte durch die Regeldetrie finden. 

Erſtes Beiſplel. Man ſoll 87°. 8^. 9^ Dezi⸗ 
malmaaß in Duodezimalmaaß verwandeln, wenn bei 
beiden Arten von Maaßen die Ruthe gleich groß ange⸗ 
nommen wird. f 

Man verwandle die gegebene Zahl in 87893 ^^; 
und da fid aus ber vorſtehenden Vergleichungstafel 
ergiebt, daß d 
X 100 47 = 144 8", 

io d das Dvjimal: umb dd das Duodezimalmaaß ber 
zeichnet, ſo findet man folgende Proportion: 
1004“ : 8789" d LI 144 w^ t AX Mw 
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und folglich ($. 314) 
a REN ddr — 12656,16dd". 


Die 126569 werden in Fuß unb Ruthen verwan⸗ | 


delt, wenn man nach einander mit 12 Dividirt; und 
die 0,1644 werden in Linien, Scrupel ic. verwan⸗ 
delt, wenn man fie wiederholentlich mit 12 multipli⸗ 
zirt. Es ſind demnach 
87894“ 1656, 16% — 87°, 101. 
f gu, lt, 110 . 

Zweites Beiſpiel. Man ſoll, in der Vorans⸗ 
ſetzung, daß die Ruthen bei beiden Maaßen gleich groß 
find, 87°, 101. 8". Im. 11,04% Duodezimalmaaß 
in Dezimalmaaß verwandeln. : 

Auflöſung. Man verwandle bie gegebene Zahl 
durch wiederholte Multiplication durch 12 in lauter 
Scrupel; und läßt man die 87°, welche in beiden Faͤl⸗ 
len gleiche Größe haben, während der Verwandlung 
hinweg, fo find die 
10!. gt, UL 1% %% = 18455,04dd! ; und durch 
die Proportion g 

20736: 18455,04 == 10000 AV ; & A 
findet man nach geſchehener Reduction 
1845 % WA = Sigrid: 
folglich 
87. 10 81, zm. moge = 878,8“ od. 

Anmerkung. Hätte man in beiden vorſtehenden Bei: 

ſpielen den Fuß bel beiden Arten von Maaßen von 

gleicher Größe augenommen, fo würde das Verfahren 
ungeändert bleiben; nur würde man ein anderes Reſultat 
erhalten, weil in diefem Falle die Verglelchungszahlen der 
verſchiedenen Maaße von den vorigen verſchleden ſind. 


x 
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$. 428. Aufgabe. 

Die Maaße verſchiedener Länder und 
Provinzen in einander zu verwandeln. 

Auflöſung. Man ſuche nach ben in (S. 423) 
augefuhrten Tafeln die Vergleichungszahlen zwiſchen den 
Maaßen beider Oerter, fo läßt fid) das geſuchte Reſul⸗ 
tat durch die Negelderrie finden, wie folgendes Beiſpiel 
zeigt, 
> Es ſeyen 687 Berliner Fuß in Breslauer zu vers 
wandeln, fo ift (S. 423) 

1 Breslauer Fuß — 126,0 Par. Linien 
1 Berliner Fuß = 1273 "e 
folglich 
I ＋Bresl. F. : 1 Berl. F. = 1260 ; 1273; 
alſo (§. 312) 
1273 Bresl. F. — 1260 Berl. Fuß; 
wodurch man folgende Proportion erhält, 
e 1260 Berl. F.: 687 Berl. F. 
= 1273 Bresl. F.: X Bresl. F.; 
(elgli X DEE — 691,08 Sec, F. | 
Anmerkung. In mehreren Büchern, und beſonders 

in Nelkenbrechers Taſchen buch der Münz⸗Maa ß 

und Gewichtskunde, findet man dieſe Vergleichungs⸗ 

zahlen berechnet. Ju wiefern es vortheilhaft fey bei bieten ` 

Rechnungen die Logarithmen anzuwenden, muß bie Ber 

ſchaffenheit der Rechnung ſelbſt zeigen. 

H. 429. Wiltkuͤhrlicher Satz. 

Zur Ausmeſſung der Linien auf dem Felde bedient 
mau fid) in vielen Fallen eines hölzernen Stabs, auf 
welchem die einzelnen Fuße und deren Unterabthellungen 
aufgetragen find, welcher daher ein Ma aßſtaab heißt. 


u» 


Denkt man ſich auf gleiche Art, eine auf dem Paz . 
piere willkuͤhrlich gezogene gerade Linie, auf ahnliche 
Art wie der erwähnte Maaßſtab eingerheile, jo werden 
die Theile. dieſer Linie eben das im Kleinen vorſtellen, 
was die Theile jenes Muaßſtabes im Großen anges 
ben. Eine auf diefe Art eingetheilte Linie nennt man, 
weil ihre Theile ungleich kleiner als belm wirklichen 
Maaßſtabe ausfallen, einen ve rjuͤngten Maaß ſta b. 

Es iſt begreiflich, daß die Unterabtheilungen auf 
dem verjüngten Maaßſtabe febr. klein ausfallen müͤſſen, 


und oͤfter fo klein, daß fie ſich nicht unmittelbar mit 


dem gewöhnlichen Zlrkelinſtrument von demſelben abiebz 
men laſſen. Man hat daher ein Mittel erfunden dies 
ſes gleichwohl bewerkſtelligen zu koͤnnen, wie aus fols 
gendem erhellen wird. 5 Ug 


$.430. Aufgabe 


s 


Eine gegebene gerade Linie, z. B. vier 
Zoll in fehr viele, etwa 1000, gleiche Theis 
le zu theilen, oder einen verjuͤngten Maaß⸗ 
ſtab zu verfertigen. 5 


Auflöfung Man ziehe Fig. 180 eine gerade Linie — 
AB von der verlangten Größe, etwa vier Zoll, und theile 
fie in 10 gleiche Theile; in A und B errichte man die 
ſenkrechten 40 und BD, trage auf jede derſelben von 
4 gegen O und von H gegen D 1o gleiche Theile von 
beliebiger Länge auf; durch diefe Punkte ziehe man 10 
gerade Linien, welche alle der AB parallel ſeyn wer⸗ 
den. Auf die letzte derſelben, nehmlich auf CD trage 
man wiederum von C gegen D einen der Theile der 
AB, welcher fid) 10 mahl darauf tragen läßt, und ge⸗ 
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nau bis D reichen muß. Die Theilungspunkte der 
beiden Linien AB, CD verbinde man durch die gera- 
den Linien ab, 100 d, 200 € ic. Man theile ferner 
den erſten Theil Ab und OA der gegebenen Linien AB 
und der ihr Parallelen CD in 10 gleiche Theile, und 
ziehe durch diefe- Theilungspunkte die Querlinien 
(Transrarſalen) am, 10 nx, Endlich ſchreibe 
man die Zahlen hin, wie ſie in Fig. 180 zu ſehen ſind: 
ſo iſt die Linſe AB ju 1000 gleiche Theile getheilt. Nehm⸗ 
lich 7 p enthält 7, @ 10 enthält 10, a 30 enthält 30, 
7 „enthält 37, a 100 enthält 100 und a 500 enthält 
500 ſolcher Theile, deren die Linie AB tauſend enhaͤlt; 
RN 36399 

oder es iſt 7 p Soon P4: v= mm BA, 
DÉI L w. } ! 

Beweis. In ben Dreiecken abm und a 7p 
iſt ab: bm = a7 : 7p oder 
E, ab: a7 = bm i 7p; 
uun aber iſt ab: ay = 10:7 folglich WO. 303 
Ka 10:7 = bm: 7p. \ 

FATTE A EP d ı e 

Ferner iſt bm = 10 „Ab 16 10 AB — 


1 i 
"Sd AB; es ift alfo 10: 7 — i58 AB: 7p, und 


bag 7p = —L- AB. Eben fo leicht. iſt es ein: 


1000 


zuſehen, daß 7e = 1255 AB, Deun es iſt zu = 


7p ＋ po, nun aber iſt 7p = n AB und ne 


m en RAMIS . 
eom aC 190 CD "^ 7000 4B; 


25 „ r 


7 2 8 
folglich iſt 7p = 885 AB = 
AB x. Auf eben die Art Bit man ein, dasz 
we ez 537 (t, Denn es iſt v=ny=pHtp= 
500 ＋ 7 ＋ 30 = 537 x. 


$. 431. Zuſatz. 

Aus der eben erklärten Einrichtung dleſes Maaß⸗ 
ſtab's, ergiebt ſich die Art wie man von demſelben eine 
verlangte Anzahl Theile mit dem gewöhnlichen Zirkek 
abnehmen koͤnne. Will man z. V. 530 ſolcher Theile 
haben, deren 1000 auf AB gehen, fo ſetze man die eis 
ne Spitze des Zirkels in 300 ein, und öffne denſelben 
bis deſſen andere Spitze 3o erreicht. Sollte eine Linie 
von 537 Theilen abgetragen werden, fo eröffne man 
den Zirkel von x bis . Waren endlich nur 5363 Theis 
le abzunehmen, fo müßten die Zirkelſpitzen iu der Mit⸗ 
te der zwei Parallelen 66 und 77, und zwar die eine 
auf der ſenkrechten 500 *, und die andere, Spitze auf 
der transrerſalen 30 v. eingeſetzt werden, e. 


§. 432. Zuſatz. 

Wenn man umgekehrt wiſſen will, wie viel Thelle 
eine gegebene gerade Linie auf dleſemm Maaßſtabe ab⸗ 
ſchneide, fo faſſe man dieſe Linien zwiſchen den Zirkel, 
und übertrage dieſe Oeffnung des Zirkels dergeſtalt auf 
die Linie CD, daß bie erſte Spitze auf einem der Theis 
lungspunkte 200, 300 ze, eingeſetzt iſt, die zweite aber 
zwiſchen C unb a eintrift. Sollte nun diefe zweite 
Spitze zwiſchen O und a genau in einem Theilungs⸗ 
punkte z. B. in 30, und die erſte in 500 eintreffen, 
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ſo wuͤrde die gegebene Linie = 530 ſeyn. Sollte bin: 
gegen dieſe zweite Spitze zwiſchen zwei Thellungspunk⸗ 
te, 3. B. zrolſchen 30 und 40 eintreffen, fo ruͤcke man 
mit dem Zirkel ſo lange parallel herunter, bis, dieſe 
Spitze genau auf eine Transrerfale eintrift. Ereignet 
ſich nun dieſes in „, nehmlich wenn dle eine Spitze 
in v auf der Transrerſale 30, die andere aber auf der 
Parallele 77 in & eintrift, fo enthält die gegebene ges 
rade Linle 537 Theile. Wuͤrden hingegen die Spitzen 
nur in der Mitte der Parallelen 66 und 77, jedoch 
auf der ſenkrechten soo und der Transrerſale 30 dn: 
treffen, fo. wiirde auch die gegebene Linie nur 5363 
— 536,5 Theile enthalten. 


Sollte die gegebene Linie, welche auf dieſem Maaß⸗ 
ſtabe zu unterſuchen iſt, groͤßer als CD ſeyn, ſo wird 
nur der ate, zte oder Ate Theil davon anf den Maaſtab 
getragen, und dieſe Zahl mit 2, 3 oder 4 multiplizirt, 
um die Theile der ganzen gegebenen Linie zu erhalten. 


des $. 433. 

Laßt man nun die Linie Ca 109 Fuß, 100 Zoll, 
100 Linien ꝛc. bedeuten, fo iſt ZBDC ein verjuͤngter 
Maaßſtab von 1000 Fuß, 1000 Zoll, 1000 Linien x. 
Bedeutet Um eine Ruthe, (o werden die Parallelen 
Theilchen inp Dreiecke and Dezimal ⸗Fuß bedeuten. 
Bedeutet bal eine Ruthe und daher bm ein Dezimal⸗ 
Fuß, ſo werden jene Theilchen Dezimalzoll bedeuten. 
Der angefertigte verjuͤngte Maaßſtab giebt in dleſem 
Falle einen Dezimalmaaßſtab. a 


Wollte mau einen Duodezimal⸗Maaßſtab auferti⸗ 
gen, (o bliebe das Verfahren ungeaͤndert, nur daß man 


7 
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Ab in 12 gleiche Theile zerlegen, und auf AO anſtatt 
lo nunmehr za beliebig gleiche Theile tragen müßte, 


i $. 434. ; 

Mit Hülfe des verjuͤngten Maaßſtabes iſt man 
im Stande mehrere geometriſche Aufgaben mit Leich⸗ 
tigkeit aufzuloͤſen, wenn beim Reſultat nicht die größte 
Schärfe verlangt wird. Will man z. B. das Verhaͤlt⸗ 
nif zweier gegebenen Linien in Zahlen finden, fo un⸗ 
terſuche man wie vlel Theile eines und deſſelben vers 
juͤngten Maaßſtabes eine jede dieſer Linien enthält, 
Geſetzt dle elne enthalte 457 und die ander 673 Theile, 
fo iſt ihr Verhaͤltniß — 457 : 673. - 

Will man zwifchen zwei gegebenen geraden Linien 
a, b, eine mittlere Proportionallinſe x finden, fo daß 
a ix mx b, fo meſſe man beide Linien a b auf 
einerlei Maaßſtab, multiplizire die gefundenen Zahlen 
in einander, ziehe aus dem Producte die Quadratwure 
zel und nehme die Anzahl der Theile dieſer Wurzel von 
demſelben Maaßſtabe, ſo hat man die geſuchte Linie. 
Es fep. z. B. a = 381, b — 576, (o ift 
V ab = V 381 . 526 = 468,4, wo für man 468% 

Theile vom Maaßſtabe abnehmen kann. 

Da ſich eine jede Linie vom Maaßſtabe abnehmen 
laßt, und daher als eine Zahl betrachtet werden kann, 
fo laßt fid) auch jede bei den geraden Linien vorkome 
meude Aufgabe mit Hülfe des verjüngten Maaßſtabes 
auſlöſen, ſobald man den Werth der gefuchten Linie 
arithmetiſch zu beſtimmen weiß. 


A 435 E 
Zur Ausmeſſung der Winkel muß (L. Nan) das 
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Maaß ebenfalls ein Winkel ſeyn, wozu man fid) ente 
weder des rechten Winkel ſelbſt, oder eines Winkel⸗ 
grades, Minute, Secunde ꝛc. bedient ($. 412): Um 
daher die Größe eines Winkels zu beſtimmen, koͤnute 
man auf einer durchſichtigen Materle den rechten Win⸗ 
kel in feine einzelnen Grade, Minuten dec theilen, 
und dieſes Maaß dergeſtalt auf den zu meſſenden Win⸗ 
kel legen, daß der Scheitelpunkt und ein Schenkel des 
Winkels mit dem des Maaßes zuſammen fallen, da denn 
diejenige Theilungslinie des Maaßes, welche den zweiten 
Schenkel des gegebenen Winkels deckt, ſeine Größe in 
Graden, Minuten 3c, angeben wuͤrde. 

Oder, weil ($. 411) der zwiſchen den Schenkeln 
eines Winkels beſchrlebene Kreisbogen eben fo. viele 
Theile des Quadranten enthalt als der Winkel Theile 
des rechten, fo koͤnnte man die Größe eines Winkels 
AGD Fig. 179 beſtimmen, wenn man zwiſchen feinen 
Schenkeln und den Schenkeln des rechten Winkels ACH 
mit einerlei Halbmeſſer die Bogen AD, A beſchreibt, 
und auf ähnliche Art wie in F. 339. das Self 
dieſer Bogen ſucht. 

Man konnte aber auch den Bogen AF in feine 
einzelnen Grade, Minuten „Secunden ꝛc. theilen, und 
ſehen wie viele dieſer Bogenthelle zwiſchen die Schenkel 
des Winkels 40 fallen. Da jedoch die Anwendung 
dieſer Methode bei jedem einzelnen Winkel viel zu muͤhſam 
wäre, jo hat man ein Juſtrument zur Meſſung der Wins 
kel erfunden, welches daher ein Winkel meſſer oder 
Transporteur heißt, deſſen Einrichtung auf den anges 
führten Gründen beruhet, wie aus Maier hervor 


gehet. 


LS 
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$. 436. Aufgabe. . 
Einen Transporteur zu couftruitem 

Auflöſung. Man nehme eine gerade Linie 42 
Fig. 181 von beliebiger Größe, halbire fie in D, und 
beſchreibe mit DA, D; den Halbkreis ACB, Aus ID 
errichte man auf AB den Perpendickel CD, fo find 
($. 144) die Bogen 40, BC Quadranten. 

Aus O ſchneide man mit dem Halbmeſſer CD den 
Bogen CL ab, fo ift dieſer — 3 der ganzen Peripher 
tie und haͤlt alſo 6o Grad; folglich hat der Bogen 
BL 30 Grad. Eben fo ſchneide man aus B mit dem⸗ 
ſelben Halbmeſſer den Bogen DI ab, welcher 60° hat, 
und CH hält alſo 309. Der Quadrant CB ift alfo in 
den Punkten ZZ und L in drei gleiche Theile getheilt. 
Auf eben die Art verfahre man im Quadranten 40, 
welcher durch die Punkte F, K in drei gleiche Thelle 
zerlegt wird. - 

Man theile dann jeden dieſer Theile in zwei glei⸗ 


che Theile, fo wird der Quadrant in 6 gleiche Theile. 


zerlegt, oder von 15° zu 15° abgetheilt ſeyn. 

Jeden dieſer Bogen zerlege man durchs Verſuchen 
in drei gleiche Theile, indem uns die bisherigen Lehren 
kein Mittel an die Hand geben einen Bogen in 3 gleis 
che Theile zu theilen, fo wird der Quadrant von 5° zu 
5° abgetheilt ſeyn. à 

Zerlegt man nun jeden dieſer Bogen wiederum in 


fuͤnf gleiche Theile, ſo hat man den goten Theil des 


Quadranten oder einen Grad, und die halbe Pheris 
pherie wird alſo in ihre 180 Grade abgethellt ſeyn. 


$. 437. Zuſatz. 
Stellt man fid) mit der halben Perſpherte 40 
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Fig, igt noch drei concentriſche Kreiſe gezogen vor, 
um die einzelnen Grade deſto bequemer abzaͤhlen zu kön⸗ 
nen, und ſetzt man, daß AB die Schärfe eines ines 
als ABTZ ſey, welches mit dem Halbkreiſe aus eis 
nem Stuͤcke beſtehet, und worin der Mittelpunkt D 
dieſes Halbkreiſes beſonders bemerkt iſt, ſo hat man 
einen Begriff von der Einrichtung des in (§. 435) ers 
wähnten Trausporteurs. Die belgeſetzten Zahlen geben 
die Menge der Grade an und find einmahl von A durch 
C nad) B, und das andere mahl ruͤckwärts von B 
durch C nach 4 geſchrieben, (o daß der Anfang und 
das Ende der Abtheilung in den Durchmeſſer AB fällt 
Hierdurch giebt der Transporteur mit der Größe eines 
Winkels zugleich die feines Nebenwinkels an, 


§. 438. Aufgabe. 


Einen geradlinigten auf dem Papiere 
gezeichneten Winkel RDS Fig. 181 vermit⸗ 
telſt des Transporteurs zu meſſen. 

Auflöſung. Man lege ben Transponteur derge⸗ 
Datt an den gegebenen Winkel, daß fein Mittelpunkt 
D auf der Spitze des Winkels, und die Schärfe des 

Lineals AB auf einen Schenkel DS dleſes Winkels 
falle. Man zaͤhle nun die Grade auf dem Bogen des 
Tränsporteurs, welcher zwiſchen dieſem und dem andern 
Schenkel DÄ des zu meſſenden Winkels fällt, indem 
man von N zu zählen anfängt; fo hat man zugleich 
(S. 412) die Anzahl Grade, welche der zu meſſende 
Winkel enthält. In der Zeichnung haͤlt dieſer Winkel 
45° die dabei ſtehende Zahl 135 giebt die Anzahl Grade 
feines Nebenwinkels YR, Eben ſo beſtimmt die 


E 


Zahl 124 die Größe des Winkels ODS; und die dabel 
ſtehende Zahl 56 die feines Nebenwinkels OD. 

Faͤllt bei dieſer Meſſung der Schenkel Dl zwiſchen 
zwei Theilſtrichen des Trausporteurs, (o muß man nach 
dem Augenmaaße beſtimmen, ob das, was der zu met 
fende Winkel über einer Anzahl Grade enthält, 1, 4, & 
Grad ift, und dieſes, in Minuten verwandelt, zur bes 
obachteten Anzahl Grade hinzuſetzen. f 


dr $. 439, Aufgabe. 

An eine gegebene gerade Linke, DS und 
einem in ihr gegebenen Punkte D vermits 
telſt des Transporteurs einen Winkel ans 
zulegen, welcher eine gegebene Anzahl Gra⸗ 
de und Minuten enthalte. 

Aufloͤſung. Man lege den Transporteur derge⸗ 
ſtalt an DS an, daß deſſen Mittelpunkt auf D, und 
die Schärfe des Linieals an DS zu liegen komme. 
Man zähle nun, von DS angerechnet die gegebene Anz 
zahl von Graden fort, 3. B. 45°, wenn der Winkel ſo 
viele Grade enthalten ſoll, und ſteche an dem Bogen 
des Trans porteurs, bei dem letzten der gezahlten Gras 
de, alo hier bei dem 45ten einen Punkt x ab; ziehe 
durch D und x eine gerade Linie: (o wird ($. 412) der 
Winkel «DS der verlangte ſeyn. 

Sind aber außer den Graden auch Minuten ge⸗ 
geben, etwa 10, 15, 20 Minuten, fo berechne man, 
welchen Theil des Grades diefe Minuten ausmachen, 
ob fie nehmlich 3, X oder 4 Grad ausmachen, und ruͤk⸗ 
ke nach dem Augenmaaße den abgeſtochenen Punkt x 
um eben (o viel auf dem nächſten Theilpunkte weiter, 

€ 


F. 440. Aufgabe. 
Die Perlepherie eines Kreiſes abe 
Fig. 130 vermittelſt des Transporteurs in 
eine gegebene Anzahl, (etwa n — 5) gleiche 
Thelle zu thHellen. 
Aufloſung. Man dioldire 360 durch die Anzahl 
(n A 5) der Theile, worin die Peripherie zerlegt wer⸗ 
den ſoll. Sodann nehme man in ber Peripherie einen 
beliebigen Punkt o an, ziehe den Halbmeſſer Ca, und 
lege ($. 439) an Oa in O einen Winkel aOe an, 
welcher die gefundene Anzahl Grade hat, ſo wird 
($. 412). der Bogen ale eben fo viele Grade haben, 
und daher der verlangte nte Theil der Peripherie ſeyn. 
Traͤgt man nun die Sehne ae n mahl Le mahl) herum, 
fo wird der Kreis in u (5) gleiche Theile zerlegt ſeyn. 


F. 44% Zuſatz. 

In fo weit ſich nun vom Transporteur jede gege: 
bene Anzahl von Graden, Minuten, Secunden ꝛc. ab⸗ 
tragen läßt, kann man auch mit Huͤlfe deſſelben in 
und um jeden gegebenen Kreis ein reguläres Polygon 
vou jeder gegebenen Anzahl Seiten beſchreiben, indem 
($. 270 und 279) die Einſchreibung oder Umſchreibung 
der regulären Polygone beim Kreiſe lediglich von der 
Eintheilung der Peripherie in eine jede gegebene Anzahl 
gleicher Theile abhaͤngt. 5 i 


$. 443. Zuſatz. 
In eben der Vorausſetzung, daß man vom Trans⸗ 


porteur jede beliebige Anzahl von Graden, Minnten, 
Secunden ꝛc. abnehmen köune, läßt fid) auch auf jede 


gegebene gerade Linie ein reguläres Polygon von jeder 
beliebigen Seitenzahl ſetzen. 

Es ſey z. B. auf die Linie ed Fig. 130. ein re⸗ 
gulaͤres Fuͤnfeck zu ſetzen: ſo berechne man deſſen Po⸗ 


, o 
Iygonwinkel, Dieſer beträgt ($. 139) D s 


5 
108? 5 feine Halfte iſt $49. E 
Man lege nun ($. 439) an jeden der Endpunkte 
e , der gegebenen Linie einen Winkel de O, edO an, 
welcher dem halben Polygonwinkel gleich iſt, alſo bier 
54°: fo müſſen ($. 284) die Linien eO, dO einander 
im Mittelpunkte O des Polygons ſchneiden. Beſchreibt 
man nun aus O mit dem Halbmeſſer Oe oder Od ei⸗ 
nen Kreis, fo wird ſich die Seite ed fo viel mahl in 
dieſem Kreiſe herumtragen laſſen als das Polygon Set, 
ten haben fell (hier 5 mahl) und abcde wird das tera 
Tomate reguläre Fuͤnfeck ſeyn. 


AA, Zuſatz 
Um bei der Confiruction der in F. 440, 441, 442 
aufgeröften Aufgaben der jedesmaligen Berechnung des 
Centri- und Polygonwinkels uͤberhoben zu ſeyn, kann 


man ſich, danach ($. 139.) jeder Polygonwinkel eines 


Ké Polygons von u Seiten S2 — im = LO = 


und F. (288) jeder Centriwinkel -4L.. 3er, ein 


für alle mahl eine Tabelle anfertigen, worin dleſe 

infer, fo wie die halben Polygonwinkel der am Dus 

figften vorkommenden Polygone berechnet ſind wie 

nachſtehendes Schema zeigt. 
S a 


qe. 


Rahmen der] Centri⸗ Polygon⸗ | Halbe o: 
Vielecke. winkel. winkel. lygonwinkel. 


—— 


Dreieck. 120. — . —[60*; . 0% -. 
Viereck 9. — . 00 — . 45. —.— 
Sünfed . 72. —. 08. — . 54. 
Sechseck 60. . 2. — , 60. * 
Siebeneck 515.2544128. 34/17 %%. we gt 
Achteck . 45. s We 67. 30 * 


u, ſ. w. ) 
$. 444. Zuſatz⸗ i 


Wendet man dieſe Art ber Winkelmeſſung auf die 
Lehre von ben Drelecken an, und nimmt alſo nicht wie 


fruher hin den rechten Winkel ſelbſt, fonbern feine einzel- 


nen Grade, Minuten ꝛc. als Einheit, fo laſſen fid) alle 
dieſe Satze anders vortragen, wenn man gos anftatt 
des Ausdrucks: rechter Winkel; 180? anſtatt des 


Ausdrucks: zwei rechte, 60° anſtatt des Ausdrucks: 


zwei Dritthell rechte c. ſetzt. So z. B. kann 
der $. 68 auch folgendermaßen vorgetragen werden: 
Jede zwei Rebenwinkel betragen zuſa m⸗ 
men 180%f. 5 
71. Alle Winkel, welche um einen Punkt 
herum liegen betragen zufammen 360°, 


$. 130. In jedem Dreieck beträgt die 


Summe aller drei Winkel 180%, und eben fo 
alle in $. 131 hieraus gefolgerten Satze. 
Auch kann man mit Huͤlfe des Transporteurs und 


verjüngten Maaßſtabes aus dreien ein Dreieck beftims — 


— 


— 277 "en 
menden, unb in Zahlen gegebenen Stüͤcken, die übrigen 
unbekannten Stucke in Zahlen angeben, wenn man die 
gegebenen Längen von einem beliebigen Maaßſtabe abs 
nimmt, aus dieſen und den gebenen Winkeln nach den 
Lehren des erſten Abſchnitts ein Dreieck conſtruirt, und 
die übrigen Längen dieſes Dreiecks nach demſelben Maaß⸗ 
ſtabe mißt. Es (ep z. B. aus drei Linien, von denen 
die eine 6° 7%. 2, die andere 4^. 8^. 9“ und die drit⸗ 
te 6°. 3“. 7“ lang ſeyn ſoll, ein Dreieck zu conſtrui⸗ 
ren: fo nimmt man dieſe Längen vom einerlei verjüng 
ten Maafjiabe ab, conſtruirt daraus (S. 100) ein Dreis 
eck, und mißt deſſen Winkel mit Huͤlfe des Transpor⸗ 
teurs: und eben ſo verfaͤhrt man in den übrigen Fallen. 


Zweites Kapitel. 
Von der Ausmeſſung ebener Figuren 


—— 


$. 445. Erklarung. 


2. Ausmeſſung einer Flaͤche muß ($. 422) das 
Maaß ebenfalls ne Flache (eon ). Man wählt hierzu 
gemeiniglich ein Quadrat, deſſen Seiten bald einen 
Zoll, bald einen Schuh, bald eine Ruthe, und zuwei- 
len auch bei Beſtimmung ſehr großer Flächen, eine Mei⸗ 
le beträgt. Die erſte Fläche heißt ein Quadratzoll, 
die zweite ein Quadratfuß, die dritte eine Qu a be 
ratruthe xc. b 
Eine Fläche ausmeſſen heißt alfo be f De 
men, wie viel mahl die als Maaß angenom⸗ 
mene Flache in der auszumeſſenden ent— 
halten ſey, oder wie viel Quadratruthen, 
Quadratfuß, Quadrat zoll x. fie enthält, 


) S. Umriß bet mathematiſchen Wiſſenſchaften $. 5 und 4 
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Man bezeichnet die Quadrattuthe durch (Oe), den 
Quadratfuß durch (O), beu Quadratzoll durch (r^^ 
16, indem man nehmlich dem Zeichen die Bezeich⸗ 
nung der Laͤngenmaaße oberhalb belſetzt. Es bedeutet 
demnach 5 0°, 89 O, 47 0% u. f. w. 5 Quadratru- 
u, 89 Quadratfuß, 47 Quadratzoll u. ſ. w. 


$. 446. Zuſatz. 


Die Unterabtheilungen der Flaͤchenmaaße ſtehen mit 
den der Laͤngenmaaße in der engften Verbindung. Es fen 
3. B. 4500 Fig. 182 eine Quadratruthe, fo iſt AB 
eine Laͤngenruthe. Ihr zwoͤlfter LE ift dann ein Duos 
dezimalzoll, und die Flache AEFG ein, Duodezimal⸗ 
quadratzoll 

Nun find ($. 379) die Quadrate € AEFG, ABCD, 
als ähnliche Figuren im zweifachen Berhaͤltniſſe ihrer 
Seiten AB, AB, und da AE : AB — 1 : 12, fo ift 

AEFG:S-ABOD:—:3. (1.112) —4? : 12? 

oder L“: 1 U 1: 144. 
und multiplizirt man die aͤußeren und mittleren Se 
in einander, (o- ift : 
1[]'? = 144 0. 

Dieß lehrt aud) ber bloße Anblick der Figur. 
Denn der Quadratfuß ift in dem Rechtecke GB zwölf 
mahl enthalten; und da die Quadratruthe zwölf ſolcher 
Rechtecke wie BG enthalt, fo wird fie 1a x 12 oder 
144 Quadrate wie AEFG enthalten. 

Wenn AB Pig. 182 einen Laͤngenfuß, und daher 
AE einen Duodezimalzoll bedeutet, (o iſt 450 ein 
Duodezimalquadratfuß, AEFG ein Duobeqimatquabrat» 


zoll, und durch aͤhnliche Schluͤſſe wie im Vorhergehen⸗ 
den findet man ? 2 | 
1 [J^ — 144 C2/^ 1 Q 144 D" u. I'm w. 


Die Quadratruthe hat? demnach. 144 EI: = 
144. 144 Q“ = 20736 Q und 20736. 144 = 
2985984 ““. P 


Folgende Tabelle erleichtert febr den Ueberblick der 
verſchledenen Unterabtheilungen des Duodezimalquadrat⸗ 
maaßes. j 


E 


— — —Ó—Ó——Ó — ii 
ek | U | D^ | * 
1 | 144 | 20736 | 2985984 


| I | 144 | 20736 

Reess: 
Stellt man eben die Betrachtungen bei dem Des 
Aimalmaaße an, fo ergiebt fid) leicht, daß, weil alsdann 
die Seite der Quadratruthe zehn der Seite des Qua⸗ 
dratfußes gleiche Theile hat, folgende Proportion ſtatt 

haben muß 1 , 
i Sais ms 1* $10* z— 1:109 

mithin (S. 312) — 
1 [2^ = 100 ^, 


d 


und man ſieht leicht eln, daß der Dezimalquadratfuß 
100 Dezimal⸗Quadratzoll, der Quadratzoll 100 Quadrats“ 
linien u. f. w. enthalt. Dieſe Unterabtheſlungen Taffen 
Det folgender maaßen orduen.. —— 


Xam TS 
Ek | EI | [3^ Dr 

" — Oo. — — — 

1 | 100 | 10000 | ' 1000000 - 

10000 


—— —— — —— — 

: | I | ; 100 

CN — —— ——— nn 
| " | 100 
ee 


Aus der Zuſammenſtellung dieſer Tafel mit bet 
vorigen, erhält man, wenn das Dezimalquadratmaaß 
durch AO) unb das Duodezimalmaaß durch dal bes 
zeichnet wird, und wenn die Laͤngenruthe bei beiden Ar⸗ 
ten von Maaßen gleich groß angenommen wird, daher 
auch ($. 150) die Quadratruthen als gleich angenom⸗ 
men werden, nachſtehende Vergleichungen. 

; 100 d EN — 144 dd Q! 

10300 d [J^ — 20736. dd [^ . 
10c0000 d Dm — 2985984 dd [Q'^ 

u. ſ. w. 


$. 447. Aufgabe. 


Cine im Dezimalquadratmaaße ausge, 
druckte Zahl te Duodezimaiquadratmaaß, 
und umgekehrt zu verwandeln. 


Aufloͤſung. Man verwandle die vorgelegte Zahl 
in ihre kleinſte Gattung von Flächen» Einheiten; ſuche 
aus den vorhergehenden Vergleichungstafeln, wie viel 
| eine beſtimmte Anzahl Einheiten dieſer Benennung des 
elnen Maaßes in den von gleicher Banennung im an⸗ 
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dern Manfe betragen, fo läßt D das gefuchte durch 
die Regeldetrie finden. 

Es ſeyen 3. B. 75 U 89 C^ 97 % Dezimal 
maaß in Daodezimalmaaß zu verwandeln: fo erwäge 
man, daß 75 Y — 7500 Q! zu dieſen noch 89 CH 
hinzu geſetzt, giebt 7589 UO“. Dieſe in Quadratzolle 
verwandelt, erhalt man 758900 EI, welche mit den 
97 D” zuſammen genommen 758997 U“ betragen. 
Da nun nach obiger Vergleichungstafeln 10000 d “/ 


= 20736 dd [)", fo erhalt man folgende n 


d EI d 27 dd D dd 
10000: 758997. = 20736 ; X, 
mithin iſt — 
20736 : 
Xon DENT DN = 1573856,1792: dd Dr 
oder, wenn man wiederholentlich mit 144 dividirt, er⸗ 
halt man 
75 U. 129 EY. 80,18 DE Duodezimalmaaß 
Man hätte auch die 75 Ude, welche bei beiden 
Maaßen gleich groß ſind, während der Rechnung hinweg 
laſſen, und nur die 89 TI’. 97 TI” verwandeln fóns 
nen, wodurch man daſſelbe Reſultat auf leichtere Art 
erhalten konnte. n 


Auf ähnliche Art verfaͤhrt man, wenn Duodezimal ` 


quadratmaaß in Dezimalguadratmaaß verwandelt were 
den ſoll. 
$. 448. Aufgabe. 

Jede gegebene Anzahl Quadratfuße eis 
nes Orts in die eines andern zu verwandeln, 
wenn das Verhaͤltniß des Laͤngenfußes die 

fer beiden Oerter bekannt iſt. Es ſeyen z. B. 


* 


698 Brest O in Rheinlandiſche zu permaus 
deln. dT 
Auflöfung. Aus bem. Verhältniffe der Laͤngen⸗ 
ſuße beider Oerter ſuche man auf nachftehende Art eine 
Vergleichung ihrer Flaͤchenfuße zu erhalten, worauf die 


erlangte Verwandlung nach der Regeldetrie geſchehen 
kann. 


Da nehmlich N 
L Bresl. F: 1 Rheinl. F. = 126: 130.13 
und (F. 379) jede zwei Quadrate im zweifachen Verhaͤlt⸗ 
uiß ihrer Seiten ſtehen, fo ift | 
. 3 Drest. C) 3.1. Rheinl. Dr — 136? . 139,13? ; 
folglich; ($, 312) T 
139,13*. Bresl. [^ — 1262 Rheinl. O; 
und daher e LE EE 
139,132. Bresl. Er 3.698 Bresl. OI za ` 
1262 Rheinl. !,: X Rheinl. Or 
folglich ex : 
X e oL ol 608 Biet Ee 
UC MISSUS" ee 
Wenden wir. hierbei die Logarithmen an, fo ift 
log X a log. 126 + log 698 — 2 log 139,13 
= 2,577 5483 
alſo X — 472,24 Rheinl. UA“ 


» 


^ $. 449. Aufgabe. 

Den Flachen inhalt eines Rechtecks 450 
‚Fig. 183 zu berechnen, 

Aufloͤſung. Man meſſe zwei an einander gräna 
zende Seiten AB, BC, deſſelben nach einerlei Maaß, 
d. h. man druͤcke beide zugleich in Fußen oder beide aua 

gleich in Zollen ꝛc. aus; multiplizire dieſe beiden Zah⸗ 


D 
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ten in elnander, fo giebt das Product an wle viele 
mahl ein Quadrat, von eben der Benennung in dem 
Rechtecke ABCD enthalten iſt. N 20 ; 

Sft z. B. AB = 6' und 50 — 44, fo zeigt das 
Product 6. 4 — 24 au, daß der als Maaß genomme⸗ 
ue Quadratfuß AEFG im Rechtecke 450 24 mahl 
enthalten iſt. be 

Bewels. Es ſey die Grundlinie des Rechtecks 
AB = 8, fen Höhe BC — ; fein Flaͤcheninhalt 
= 0. Ferner ſey die Seite AE des als Flachenmaaß 
angenommenen Quadrats A — m: ſo iſt auch 
die Höhe AG dieſes Quadrats = m, und bezeichnen 
wir deſſen Flaͤchenluhalt durch , fo ift ($. 344) 

f DP op 


mm:g.h-343:1Q N 
Da aber m — i, indem m. bie Laͤngen⸗-Einhelt vor⸗ 
ſtellt, und a = 1 OF, fo ijt : 
1: g. h UF“: 
folglich ift ($. 31a) 
g. ^ Auadratfuß. 

Die Richtigkeit des hier in aller Strenge bewleſe⸗ 
nen Satzes, ergiebt foi auch beim bloßen Anblick der 
Figur, wenn man ermágt, daß das Quadrat AEFG 
in dem Streifen ABHG fo viel mahl enthalten ift, 
als die Grundlinſe AB Längen s Einheit hat (hier 6 
mahl); und da daß Rechteck vier ſolcher Streifen hat, 
fo viele nehmlich als die Höhe BO Einheiten enthält, 
(o muß das Rechteck 6. 4 — 24 ſolcher Quadrate wie 
AEFG enthalten. AR 


$. 450. Zufag, 
Der Juhalt O eines Quadrats deſſen Seite = f 
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wird gefunden, wenn man die Zahl, welche die Länge 
einer feiner Seiten angiebt durch fid) ſelbſt multiplizirt; 
oder O —.f. , weil jedes Quadrat als ein Rechteck 
von gleichen Seiten anzuſehen ift... Sft z. B. die Geis 
te eines Quadrats im Dezimalmaaß = 75%“ — 7,9, 
fo ift deſſen Inhalt O i x %% D' = 6,41 N 
762 D*. 4D°. ^R 


ts F. 451. Zuſatz. 
Aus Q — g. A folgt, (Grund. 14) 
` Q 
Kom 6 | 
Wenn daher der Inhalt eines Rechtecks uebſt 
feiner Höhe gegeben iſt, fo findet man die Baſis 
wenn man den Flaͤchenraum durch die Höhe dividirt. 
KE Auf gleiche Art findet man aus dem Inhalte nebſt det 
Grundlinſe die Hoͤhe. 
Eben fo folgt aus f. f = Q 
fv 

Wenn daher ber Flächeninhalt eines Quadrats je ` 
geben ift, fo findet man feine Seite, wenn man ang 
der Zahl, welche den Flaͤcheninhalt angiebt die Quad: 
ratwurzel zieht. Iſt z. B. der Inhalt eines Quadrats 
= 62 Éis, 4t Dh — 62,41 C25, fo ift deſſen Seire 

JV og 2,9? Ss 79, g, | 
$. 452, Aufgabe, 

Den Flaͤchen inhalt eines ſchlefwinklich⸗ 
ten Parallelogramms 40D Fig. 146 zu bes 
rechnen. ) EN 

: Aufloͤſung. Man meſſe deſſen Grundlinie CD 
und deſſen Höhe DK — A nach einerley Maaß; 
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muftiplizire beide in einander, ſo giebt deren Product 


) en x DK = g. h den verlangten Flaͤcheninhalt O; 


* 


oder Q = g. h, 

Beweis, Man fälle von O und D auf AB die 
Perpendickel CZ, DK, fo ift ($. 155) das Rechteck 
IGR dem Parallelogramm ABDC gleich. Nun iſt 
'($. 449) ICDK = g. h; folglich ift auch der Inhalt 
des Parallelogramms ABDC oder O Geh 

Hieraus folgt, wie in (. 449) 


1 7; ; 1 TER 3 


1. Beiſpiel. Es ſey g — as T. 3%½3 
i, — 24°. 3“. 6“ Dezimalmaaß, fo kaun e — 728,735 


und 71 = 24,300 geſetzt werden, und dieß giebt 


Q = 728,73 X 24,36 — 17751,8628 Eis: 
folglich 18 der geſuchte Inhalt 177511 ^, 86 DIr, 28%, 

Anmerkung. Waͤre g = 728°. LR Méi? 
Ass Si, 3". 6% Dezimalmaaß, ſo wäre h 
Q = 17751,8628, I’ oder 17751 DI 86 gi: 
28 Did. wobei 17751 Q eben d viel als 177 [UU 
51, ET betragen. 

II. Beiſpiel. Es ft g — agr ^ 11% 
A = 21? 3' 7 Duodezimalmaaß; fo verwandle man 
zuförberft die Fuße, Zoll u. f w., welche hinter den 
Nuthen ſtehen in Dezimalbruͤche, indem man die Fuße 
durch 12, die Zolle durch 144 ꝛc. dividirt. 


5 IT 
Da nun — T == 0,116666 , und Cer spa 


6,076389, fo iſt g= 291°, 493055 und auf eben die 
Art finder man 7, — 21? , 298611, folglich : 
Q = 291,493055 x 21.298611. 

Ex 6208,597188 U "m 6208 UI“, SI 28 B 8 
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faden man den Dezimalbruch o, 397 188 nach einander 
mit 144 multiplizirt. 5 


H. 453. Aufgabe.)“ : 
Den Sládenraum eines gegebenen Drei 
ecks ABC Fig. 163 zu finden. 
^ Aufldfung Man nehme eine beliebige Seite 
AB deſſelben als Grundlinie an, fälle hierauf die Höhe 
CD, Multiplizire die Zahlen in einander, welche die 
Xángen der Grundlinſe und Höhe in einerlei Maaß 
ausgedrückt angeben, und Dividire deren Product durch 
2. Oder wenn wir AB — g, CD — ſetzen, und 
den Flaͤchenraum des Dreiecks durch ZU bezeichnen, ift 
di gh 
2 

Beweis. Jedes Dreieck ift ($. 164) der Hälfte 
eines Parallelogramms von derſelben Grundlinie und 
Höhe gleich. Nun ift (§. 452) der Inhalt eines ſol⸗ 
chen Parallelogramms = g. ^ folglich ift der des 


(at zm E 
Dreiecks = — 


F. 454. Zuſatz. 
Aus F — Ver folgt (Grundſ. 12) 


2 F g. hund daher (Grundf, 14) 
‚F CR 
Wenn daher der Flächenraum und bie 
Grundlinie eines Dreiecks bekannt iſt, fe 
findet man deſſen Höhe, wenn man den dop⸗ 
pelten Flächen raum durch die Grundlinie 
dvi dirt; wobei jedoch das Laͤngenmaaß der Grunde 
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Unie mit der Flaͤche des Dreiecks elnerlei Benennung 

haben muß. ds N 
Auf gleiche Art kann man aus dem Flaͤcheninhalte 

und der Höhe eines Dreiecks feine Grundlinſe finden. 

- Beifpiel L Es ſey T 1377135... 386% 
57 * Dezimalmaaß, alſo = 173257 []?^ unb g — 
37°, 2^. 5 = 37,757, ſo ift : 

2 x 27,3257 _ 2546514 RER 
CC 
oder die geſuchte Höhe des Dreiecks iſt 6 Ruthen, 7 Fuß, 
4 Zoll, 5 Linien Dezimalmaaß. N 
Beiſpiel II. Es ſey im Duodezimalmaaße 
F= 230° 67 Q' 370% g = 319. 9% 3" ſo 
verwandle man gufórberft die Quadratfuße und Quads 
ratzolle in Dezimalbrüche ber Quadratruthe, indem man 
die Quadratfuße durch 144, die Quadratzolle hingegen 
durch 20736 dividirt, ſo wird Ve i « 
F = 213467062 U, unb g = 31,770833° 
und hieraus folgt. : 

Aix 213,467062 _ 926934124 _ 

* ee — — 3719833 13,438. 
oder, wenn man hierbei den Dezimalbruch nach und 
nach mit 13 multiplizirt ift * — 13°. 5". 3“ Duode⸗ 
zimalmaaß. 


$. 455. Aufgabe. 

Den Inhalt eines Trapeziums 4500 
Fig. 140, worin die beiden Seiten 40, BD 
parallel ſind, zu berechnen. 7 

Aufloͤſung. Man multiplisire die halbe Sum⸗ 
me der parallelen Seiten 40, BD durch die Höhe 
ON des Trapeziums, fo wird dieſes Product den vers. 


e 


langten Inhalt geben. Setzen wir alſo BD — G, 
AC = und MN — , fo ift der Flaͤchenraum 
* P xa. CIE 


Beweis. Zieht mam bie SCH AD, fo 
wird das Trapezium. in zwei Dreiecke ABD, ACD 
: h.G 
zerlegt, der Inhalt des ‚erfien it ($. 453) = ; TRU 
und ber des Dreiecks ACD ift, wenn mir 40 — £g 


als die Grundlinie betrachten — ZS. 


bag ik 4BD + 4CD = ^: ie, 25K 
. Ze 
Beiſpiel. Qs ſey CG — 75 8% gem 
Er 7. 5% h = a 3 ain, "AI SEE 
4 
F = 221 (e SE — — — 
. 2231 X 374,865 D = 8363,23815 [Y ober 
F = 83 Eis: 63 el 23 Q. 81 Q. 
F. 456. Zu ſatz. 
Aus Es e A Ss folgt ferner 
2 Tt ck i iP aifo 
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$. 457. Zuſatz. 2 
Zieht man durch die Mitte O ber Linſe AD Fig. 149. 
den Paralellen Seiten 40, BD eine parallele Linie 

C 
XI, fo ift dieſe Ke Denn da KLH 


40 ff BD, ſo iſt &. 38 
AD: 40 = BD: KO 40; OL 
Da mm AO — 40, fo iſt aud) (S. 300) 
KO $ BD und OL — 1 40; 
folglich KO + OL oder KL 3 BD TA A- 
DAC GL 
2 * 


2 
Mau findet daher auch den Inhalt eines 
Trapeziums mit zweien Parallelen Seiten, 
wenn man die durchdie Mitte O feiher Diagos 
nale 40 geführte Parallele KL mit der Höhe 
MN deſſelben multipliziert, A 


\ $. 458. Aufgabe. 
Ein: jedes gegebenes Viereck ABCD 

Fig. 184 zu berechnen. : 

Auflöfung. Man ziehe die Diagonale BD des 
gegebenen Vicrecks, nehme fie zur gemeinſchaftlichen 
Grundlinie der Dreiecke 45D, BOD, worin das 
Viereck 40 zerfällt worden, und fälle auf dieſe 
Grundlinie aus A und O die Perpendickel AE, CH, 
welche für die Höhen dieſer Dreiecke angenommen wer⸗ 
den: fo iſt wenn ED — g, AE — H nnd CF = h 
geſetzt wird. (F. 453) : ; 

A ABD , A ⁰⁰ o En. 
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folglich ABD ＋ CBD, oder der EE des 
Veerecks ABCD 


5 7 
EHER og M Deui) 
öder der Misión rauin eines Vierecks wird 
gefunden, wenn man eine beliebige Diago⸗ 
nale deſſelben durch die halbe Summe der 
Entfernungen der beiden übrigen Scheitel 
des Vierecks von dieſer Diagonale mult iz. 
pliz irt. 
1 | §. 459. Zuſatz. 
Aus Fe g. d t A folgt 
\ r ? 
LEE * I him . 
woraus fic) immer von den vier Größen F, É HW, h, 
Nan beſtimmen laßt, wenn drei derſelben dekannt find. 


$. 460. Aufgabe. 
Den Flachen inhalt eines jeden Vlelecks 
"MBODEFG Fig. 185 zu berechnen. 
Aufloͤſung. Man zerlege das Veeleck durch 
$ enen in lauter Dreiecke, berechne alle dieſe 
Dreiecke, indem man die Grundlinie eines jeden mit 
feiner halben Höhe multipltzirt, und addire alle gefun⸗ 
denen 3 Juhaltszahlen zuſamme, P erhält man den Sins 
halt des Vielecks. ii 
Zur Verkürzung der gät Tm man jedesmal, 
wo es ſich thun läßt, zwelen Dreiecken eine gemein⸗ 
ſchaftlche Grundlinie geben. So 3. B. kann man das 
T 2 


€ 


Vieleck "ABCDEFG Fi ig. 185 in die Dreiecke BAG; 

BCG, DCG, DFG, DEF yetegen, von denen das 

erſte und zweite die Linie 86, das dritte und vierte 

aber DG zur gemeinfchaftlichen Grundtinie haben. Man 

hat alsdann, wem die übrigen; Perpendicel pen 
werden. 


Sun e (4.264 O6. ze 
4 Cd. Do K. Do 20. Di). 
=; 02 e DG - Ee. AN 1 


Beiſplel. Es ſey BG. = 61. ei, DG — 
759. 9°. 3% DF — 67°. 3. da — 152,7, Cc "7 
28. ei, 9% Cd — 21°. 1, 7% Ef = 22°, Ee — | 
16°, 87; ſo ift der Suhaft des Siebenecks ABCDEFG — 

= 3550,81155 Q — 3550 C^. 81 dei? 15 C1^. 

x 50 “L. ü 


H. 46x. Aufgabe. 

Den Flächen raum eines regulären po 1 
lygons zu finden. t 

Aufloͤſunng. Es ſey die Länge einer Seite m 

ſes Polygons in Zahlen ausgedruckt = s; der Abſtand 

der Seite vom Mittelpunkte der Figur, oder ihr klein- 

fier Halbmeſſer — u, die Anzahl feiner Seiten — n; 

ſo iſt der Perimeter des regulären Polygons = n, ër ` 

und wird der Flachenraum deſſelben un F bezeichnet, 

ſo iſt ; 


^e 4 


LU 
^ 


me dq m 
oder bet Flächen raum eines regulären Poly- 
gons wird gefunden, wenn man die gegebe 
ne Seite mit deren Abſtande vom Mittel⸗ 
punkte der Figur multlpllzirt, unb d ie ß 
Protfuct wiederum mit der halben Anzahl 
der Seiten multiplizirt. e 
Beweis: Nach (F. 299) iſt ber Inhalt eines jes 
ven kegulären Polygons einem Dreiecke gleich, welches 
den Perimeter us zur Gtundlinie und den kleinſten Halb⸗ 
meſſer, b zur Höhe hat. Nun ift (F. 453) der Inhalt 
eines ſolchen Dreiecks = = :; folglich ift auch der 
Inhalt des Polygons, F = en SCH 


Beiſplel. Es fep ein reguläres Zehneck zu be⸗ 
rechnen, deſſen Seite s = 619 und beſſen Abſtand 
VT 

5 qpe 182951108 = 5 951 . 6186 


938590 U, — 29385 2^. 9o 2^ 


H. 462. 8 u ſatz. 


: A. TM dins e; à 
Aus F — EE, folgt : 
L^ o T. 
E U 
(REI , H DEC 10 . At gi 


er 
Aus zweien gegebenen Seiten eines 
rechrwinklichten Dreiecks ABC Fig. 54. die 
britte Seite zu berechnen. : 


Aufloͤſung. Erſter Fall, Sind die beiden 
Natheten AB, 50 gegeben, (o. meffe wan jede derſele 
ben nach einerlel Maaß, erhebe jede der Zahlen, wel⸗ 
che die Katheten angeben in die zweite Potenz, addire 
sbiefe, Quadratzableu, und ziehe aus deren Summe die 
Quadratwurzel, ſo hat man die Länge der Hypothe⸗ 
uuſe in eben dem, Maaße ausgedrückt. 'à3 ) 
Zweiter Fall. Iſt die Länge ber Hypothenuſe | 


i2 40 und eine Kathete, 45 in Zahlen gegeben, ſo zie⸗ 


he man, nachdem beide Linien auf einerlel Gattung von 
Einheiten Wi find, von ber Quadratzahl der Hy⸗ 
potheunſe Al bie Quadratzaht der gegebenen Kathete 
AB ab, ziehe aus dem Reſte die Duadratwurzel, ſo 
hat man die Laͤnge der andern Kathete Bb. 1 
Beweis. Da (H. 174) 40 =: 459 AE Bog 
und daher X$ 459) 4G. x 4G — AB. x AB. 
\ BO x BC oder 40. = AB? + PC; fo tc 
AC = QC Ai BOR AB Ve 508 
BO = 7" 967 Iam 
ya Eege AB er IG M6, fo VE 
Dev i. 16.16) = tx (144 ch 256) ` 
SC 3 - San 8 op, 


T ET 464. Su 
Sft im vorigen §. V AB + BC: irrational, 
fo hat die Hypothenuſe fein gemeinſchaftliches Maaß 
mit ihren Katheten, und die Linien AB und AC, fo 
wie BC und 40 find Äneommenfurgbel, 
Dieß fft beſonders der Fall bei der Diagonale B 
eines Quadrats A Fig. 97 und deſſen Seite DE. 
Denn ſetzen wir D = ER = a, (o ift ($463) 
e e e 


EA ee 


== A var 2. Es verit fid) alſo DE: DB Xo. 
1 dd : v^; unb ba ^ 2 irrational. 
In. fo ſind DE, DB incommenſurabel. 
Anmerkung. Nehmen wir DE Fig. 97 als Einheit 
an, fo it DB = MV 2. Solchergeſtalt giebt die Geome⸗ 
trie den Werth der incommenſurablen Große Heu ganz 
genau an, den man mit Hülfe der Zablen nur durch Nds 
herung erhalten kann. Dieſe Genauigkeit eriftist jedoch 
nur in Gedanken. Denn wollte man BE mit BD ver⸗ 
gleichen, um deren Verhaͤllniß nach dem Verfahten des 
(. 339) zu finden, (o wurde man nur ein annaͤhrendes 
Siefultat erhalten, welches bei weitem nicht fo genau ale 
das aus den Zahlen hergeleitete ſeyn wird. / 


$. 465. Zuſatz. 

Mit Zuziehung des ($. 178) kaun man auch die 
Seite eines Quadrats berechnen, welches mehreren 
Quadraten zuſammen genommen gleich ſey; und daher 
auch die Seite eines Quadrats, welches a, 25» 4.45 
maht fo groß als ein gegebenes ſey. ) 

§. 466. Aufgabe. 

Aus den gegebenen Seiten und Diago⸗ 
nalen eine geradlinigten Figur ABCD 
Fig. 190, bie gleichnahmigen Seiten einer Fi⸗ 
gur zu berechnen, welche der gegebenen ähn— 


lich fey, uud deren Flachentaum , (tima 2-) 


der gegebenen enthalte. 
Auf loͤſung. Man multiplizire die Quadratwur⸗ 


zel aus dem gegebenen Bruche E mit irgend einer 
| Seite AB = a des gegebenen Polygons, ſo giebt die⸗ 


\ 
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ſes Product die geſuchte gleichnahmige Seite x; 
oder a 5 


Kë n 
4 V ur 9 * = 


Soll alfo die geſuchte Figur Co der gegebenen ente 
halten fo fft G 
d Y enn a 

Beweis. Der Inhalt des gegebenen Vielecks 

ſey - O, fo iſt ber des geſuchten = 0; und 


da (§. 379) ahnliche Polygone fid) wie die Quadrate 
ihrer gleichnahmigen Seiten verhalten ſo iſt 
1 O dee 
H: m Q VT 
oder, wenn beide Glieder des erſten Verhaͤltniſſes mit 
m multlplizirt, und mit Q dividirt werden. ($. 301) 


mn d: 2 
oder (§. 326) 8 
Vm: Vn a: *; 
alſo e ER 
E aic 
vn 


Geometriſche Conftruction. Man thelle 
die gegebene Seite AB jn m (5) gleiche Theile, und 
fee darauf den Halbkreis Ae. Aus dem nte 
(3ten) Theilpunkt E errichte man den Perpendickel EF, 
und ziehe AF- Aus A beſchreibe man mit A einen 

Kreisbogen FG: fo ift AG die der 45 gleichnahmige 
Seite im geſuchten Polygon. ER 


r 
Beweis. Man fee ($. 373) auf AG ein Polygon 


AGHK welches dem Polygon 480 aͤhulich iſt und 
zlehe FB, fo ift im rechtwinklichten Dreiede Am 


($. 363) 
AB: AF = AF i AE 
oder, weil 47 = AG 
AB: AG z AG: AE; 
Ru iſt E SCH 
T == AB? 484 


oder, weil sik > 4B 


AB: An = 1 dër: 4 


Nun it ($. 379) 
ABCD : AGHK = Alt; 46. 


loiglich it (. 303) SA 

2X4 = = ABCD: AGHK: 
folglich 
4GHK = — ABCD, 


— 


$. 467. Zu ſatz. 


- 


Setzen wir in dem Bruch in dem Neuner m — t 
fo wird, wenn wir nad) einander z = 2, 3, 4, S u. 
f w. feßen, der Bruch I jedes Vielfache der Einpeit 


anzeigen. Setzen wir hingegen 7 — und nach eins 
ander m — 2, 3, 4. 5 x. fo wird Kr Bruch jeden 
SEH ber SIS angeben, 
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Die Auflöſung des H. 466. lehrt alſo auch bie 
gleichnah mige Seite eines Polygons zu finden, welches 
einem gegebenen ahnlich fey, und entweder eln gewiſſes 
Vielfaches oder ein gewiſſer Theil des gegebenen, ſey. , 


S. 468. Aufgabe. 

Aus dem Halbmeſſer eines Kreiſes und 
der Seite eknes in demſelben ein geſchriebe⸗ 
nen regulären Polygons, dle Seite eines 
andern regulären Polygons zu finden, wel⸗ 
ches (fid) in eben den Kreis einſchreiben laßt 
und doppelt (o viel Seiten als das gegebene 
hat. 

Auflöſung Es ſey AB Fig. 186 eine Seite 
des gegebenen im Kreiſe 48 eingeſchriebenen Poly⸗ 
gons und 0 der Mittelpunkt dleſes Krelſes. Man 
fälle aus O auf AB den Perpendickel OB, verlänge⸗ 
te ihn bis D, und ziehe 459, (o ift (S. 245) der Bogen 
AD! = & 4B' B'unb daher ($. 272) AB’ die Seite eines 
regulären Polygons von doppelt fo vielen Seiten als 
das gegebene. Man ziehe noch 4D. 

Da (& 251) «C BAD—R E Ap auf BD 


ſenkrecht gh T 2 (C. 363) 
AB — AH BD; 


und daher 


AB Bx BE a BO x BEN 
da Aber BE = O - EO, und da ferner in dem 
rechtwinklichten Dreiecke 480 bie Seite EO =‘, 


„77 = wO AE: (5 363) 
auch (S. 209) A ss & AB, fo iſt 
BE BO v (80% TAB Je 


i 
d 
; 


ee 2929 

und daher 4 | 
Tun 4B* ca. HO N= 

a m .HO (20 = ii ) 
Nimmt man nun den Halbmeſſer B'O des Kreis 


ſes, worin dle Vielecke eingeſchrieben find für die Eine 
beit an und ſetzt alſo 50 — 1, fo if 


2 (i- VU 45091) 


Setzen wir nun die Seite des gegebenen Polygous 
AB = a, und die Seite AB’ des Polygons von dop⸗ 
pue fo vielen Seiten = a^, ſo iſt 


4 z ENV 
—(6—vacisucis) 
Theilt man ferner den Bogen 45 im Punkte Di in 


zwei gleiche Theile und ſetzt die gerade Linie AB = 
a, fo ift aus gleichem Grunde 


b aa a (i-v i-a a^) eh? 
, f e 
: imas v. (emm) 


2 2 - -2a) 
und ſo fort. Ne 


S. 469. Aufgabe. 


Aus der Seite ge eines im Kreiſe abe 
Fig 130 eingeſchriebenen regulären Poly 
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gons und dem Hatömeifer Oa dleſes &retfee 
bie Seite AB eined um bieten Kreis beſchrie⸗ 
benen regulären, Polygons von eben D vie⸗ 
leu Selten zu fluden. 
Auflöſung. Man ziehe Oa, OE; fo ift ($.286). 
A QaE, R und E = I A. Eben ſo iſt 
ZL Ona = R und On A in Ph 1 
In den Dreiecken Oan, Od iſt ach 
Ona = Oa = R und / aOE beiden gemein, 
Loge ift (S. 9995 Oan &. A OaE und daher 
On : an = Oa: aE 
oder On: d ae — Qf x Lak; . 
oder, wenn beide litt: glieder mit 2 RENE werten 
On : ae == Qa : AE; 
Dain (t 
Ah dE i Se = de 
n Y 
Nun iſt Onz (Oa — Ee = NM Ca Sdt FT, 
fetgrid) ift ae Ra, 
4 = edi os x age , 
Y (9a — Ec ay) 


Setzen wir den Halbmeſſer des Kreiſes Oa — 1, 
bie Seite des eingeſchriebenen Polygons oder ae = a ` 
und die correſpondirende Seite 4E des NUI Mg - 
Polygons = 4, ſo it 

E 


* 
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15 F. 470% Aufgabe. N, 
Das Annäherungs⸗Verhältniß des Durch⸗ 


meſſers eines Krelſes zu ſeiner Pee 


zu finden. 


Au floſung. 20 (S. di) dieſes Verhaͤltuiß be 
jedem Kreiſe daſſelbe iſt, ſo wollen wir es fuͤr einen be⸗ 
ſtimmten durchmeſſer I berechnen; und bezeichnen 
wir den Exponenten dieſes unveränderlichen Berhältnifa 
ſes durch u, ſo wird bie Zahl rc die Peripherie elues 
Krelſes ausdruͤcken, deſſen Durchmeſſe (p — 1, 


Man berechne nun den Perimeter eines in eben Gei 
Kreiſe eingeſchrlebenen Polygons und zugieib($ 409 
ben Perimeter des dieſem correſpondirenden umſchrlebe⸗ 
nen Polygons: ſo erhält man zwei Granzen, zwiſchen 
denen die Zahl * liegen muß. Denn es ift (F. 400) 


die Peripherie zx dieſes Kreiſes größer als der Perime⸗ 


ter des eingeſchriebenen und kleiner als der des ums 
ſchriebenen Polygons. 


Man berechne nun (F. 469) den Perlmeter elues 
eingeſchriebenen, und den eines umſchrlebenen Polygons 
von doppelt ſo vielen Seiten: ſo wird (§. 398) die 


Zahl n zwiſchen engere Gränzen fallen, ſo daß ihre 


Diſſerenz vom Petimeter der letzteren AN geringer 


d die vorige Differenz iſt. 


Fahrt man nun mit Verdopplung bu Seiten fort; 
$ kaun man endlich ($. 399) zwei correſpondirende 


Polpgone erhalten, deren Perimeter von der Zahl r um 


weniger abweichen als als der Grad der Genauigkeit 
erfordert, mit Een man die Peripherie zu dee: 
dabſichtigt. ' ; 
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Wenden wir dieſe Betrachtungen auf die in einem 
Kreiſe, deſſen Halbmeſſer — eingeſchriebenen und 
umſchriebenen regulaͤren Polygone von 6, 12, 24,48 x. 
Seiten an und ſetzen wie vorhin die Seite irgend eines 
eingeſchriebenen Polygons — a; die des corre[poubis 
renden umſchriebenen — A unb endlich die Seite eia 
nes eingeſchrienenen Polygons von doppelt H vielen 


Seiten = = a’, [o iſt s 469) 


Tf tee 
J ix Ur - 5 4 do wer. v 
und ($. 468) ; 


«vl en e 
"ES * Gr d'SS 
Gängen wir mit dem eingefösrlebenen Sechdeck an, 
S if G. 272 | 
N -—'Y und 4 — were 


Der Sperimeter, des eingefchtiebenen Sechsecks ift 
Alto 6 * 1 - 6, der des umſchrſebenen Sechsecks wird 
2 
— eyn; u b bí 
6 X 7$ uw und die Peripherie des 
Kreiſes wird E beiden Zahlen liegen. 
Bezeichnen wir ferner durch a“, a’, a 26, die 


Selten der eingeſchriebenen Polggone von 12, 24, 48 
"wc. Seiten und durch 244, A, Al, 36, die Seiten der 


storre(ponbirenben umſchriebenen Polygone, und felgen 


wir à MSti ae 
—d 4c ee ma e 


t) m H De 4 Wach "T x, 


/ 


und erwägt man daß, weil der Halbmeſſer des Kreſſes 
1, auch (F. 402) die Peripherie deſſelben — 4 jc 
ſeyn muß, (o erhält man 4 der N ; 


Formeln j 
| ; Ji 
EE, 4 = Zi 2 Liu 


: ar 
leg, aa A äs SCH 


“u > 48 a/ ^ 


eft s a putt uA 
x VG ar A pia 2 ag A", 


H 


Hierdurch findet man nach einander 
v3 = 1,732050807568877 
at == 0,517638090205 12 l. — 6,2116571 
r^ = 0,960592 5826289 12 44 == 6,4307806 
a" — 0,261052384440| e — ge 
vi, zt 0190 1444861274, 24 A = 6,3193199 
qui — 0,130806258460|| 48 am = 6,2787004 
run 0,997858923234| 48 A = 6,2921724 
an = 65438165643] 96 a = 6,2820639 
vr = 0,9994648574764 90 4 ES 62855292; 
192 aV == 6,2829049 
192 A - — 6,2837461 
384 a — 3 
384 t — 6,2833260 
768 an = 6,2831678 
768 An — 6,2832203 
1536 alt == 6,2831809 
1536 n — 6,2831941 
3072 aX = 2522184) 
3072 4" = 6,831875. 
ax == 0,0010226538141j 6144-a* = 6,2831850 
* = 0,999999869272]| 6144 AT == 6,2831858 
ax! — 0,6005113269241| 12288 a = 6,2831852 
* = 0,999999967318!] 12288 A == 6,2831854- 


«M = 0,016362279208 
rw =.0,9999665 15917 
au = 0,008181208052 
rt — 0,999991633444 
qvi 0,004090612582 
u —— 0,999997908359 
aU = 0,002045507361 
r — 0,999999477989 


Aus dleſer Tafel fiet man wie die perimeter det 
eingeſchriebenen und umſchrlebenen Polygone fid) immer 
mehr nähern. Die Perimeter der correſpondirenden Po- 
iygone von 12288 Seiten find nur um zwei Einheiten der 
ſiebenten Dezimalordnung von einander unterſchieben 


\ 


Die ſieben erſten Ziffern, welche beiden. gemein find, 
müjfen nothwendigerwelſe zur Peripherie des Krelſes gen , 
hören, deren Länge folglich 6,283185 beträgt, welches 
wenigſtens bis auf ein Milliontheilchen richtig iſt. 

Nimmt man für die Peripherie des Kreiſes das 
Mittel zwiſchen dem Perimeter des eingeſchriebenen und 
dem des umſchriebenen Polygons von 12288 Seiten, ſo 
erhält man 6,2831853, in welchem Werthe auch die 
letzte Ziffer noch richtig iſt. Das Verhaͤltuiß des Durch⸗ 
meſſers zur Peripherie ift alfo. = 2; 6,2831853 oder, 
wenn man beide Glieder des Verhaͤltniſſes durch 2 dis 
vſdirt ($, 301) — 1/1 3,1415926. Es iſt alfo. bie 
Zahl 3,1415926, eln annaͤhetender Werth des Verhaͤlt⸗ 
niſſes, welches wir oben durch sc bezeichnet haben. 

Verwandeln wir dieſe Zahl 

e Amen EE 

in einen zuſammenhaͤngenden Bruch, ſo erhalten wir 
folgende verkuͤrzte Werthe: 
, 23.7333 .355- 103993. 1043438 
57 105 113 :33102^ 33215 

Archimedes blieb bei einem eingeſchriebenen und 
umſchriebenen Polygon von 96 Seiten ſtehen, und fand, 


daß die Peripherie des Krelſes T 78 und > Ee 


ware, welches das fo fehr bekannte Verhältniß 1 : 33 
oder 7 1 22 giebt. Nach ihm hat man die Genauig⸗ 
kelt viel weiter getrieben; allein unter den verschiedenen 
bekannten Verhaͤltniſſen verdient das von 113: 355 
ſeiner Einfachheit und Genauigkeit wegen deſondere 
Auſmerkſamkeſt. Denn, in Dezlmalbrüchen aufgelöfer, 
giebt es 3,1415929, welches Reſultat bis zur fiebena 
8 


—. 306 SC 


fen Dezimalſtelle richtig iſt, und dieß Verhaͤltniß kaun 
üderdieß leicht im Gedaͤchtniſſe behalten werden, indem 
es aus den erſten drei ungeraden Zahlen IT, 23, 55 
gufammen geſetzt iſt. ! 
Ludolph von Git hat dieſes Verhältniß bis uf | 

32 a berechnet, und nach ihm ift 
= 3, 14159265358979323846264338327950« 
à ge Vegas groͤßeren und kleineren Tafeln findet 
man dieſe Zahl bis auf 133 Dezimalſtellen, von ihm 
ſelbſt berechnet. In den meiſten Fallen der Ausübung 
aber iſt es genügend, wenn man hiervon die erſten 
fuͤnf Dezimalſtellen nimmt, und am. 21 „14159 


oder op =, == 5 ſetzt. 9 
/ 
9. 426. Zuſatz. | 
Die Bildung der vorhergehenden Tafel ift nicht 
das befoͤrderndſte Mittel“ zum Werthe der Seite des 
letzten im Kreiſe eingeſchriebenen Polygons zu gelangen. 
Man kann durch eine halbe Anzahl Wurzelausziehun⸗ 
gen e Se, demſelben Reſultate gelangen, wenn man ſtatt 
der Seiten der elogeſchtiebenen Polwgone, M Sehnen 


) Die 777) Die Nabſorſchungen der englischen Gelehrten in Indien, 
haben uns mit einem Verhaͤltniſſe der Peripherie des 
Kreiſes zum Durchmeſſer bekannt gemacht, welches viel 
älter als das Archimediſche zu ſeyn ſcheint, und bei wei⸗ 
tem genauer als dieſes iſt; nehmlich = 3927: 1250. 
Es befindet fl) in einem Werke der Braminen, betitelt 
Ayeen Abkery, welches fi. vom graueſten Alterthum 

herſchreibt. Dieſes Verhaͤltniß auf Dezimaltheile ge⸗ 
bracht, dicht 3,1416, Es Ip alfo bis auf ein Zehütaue 

ſendtheilchen richkig, und ga: mit dem olor | 
CH gon don 768 Seit "m. A5. 98H O2: 153 


— 


— 357 — 


, BO, BC Fig. 186 derjenigen Bogen berechnet, 


welche die Bogen AB, AR, AB" zur halben Periphe⸗ 
tie ergänzen, Denn zieht man den Durchmeſſer 4C, 
(o find ($. 251) die Winkel ABC, ARC, A C, als 


Winkel im Halbkreiſe, rechte Winkel, und daher (§. 4633 


BO — v^ (40-48; BO ^ (40 AB"), 
Nimmt man nun den Halbmeſſer AO fuͤr die Einheit 
und ſetzt N 

AB — a, AB — a, BO — b, BOC — V, 


ſo ZS AC — a, und daher 
m. — - 95 ey a Së ie 


and da Ch. 468) 
a LY G —V^ D — 4.0) 


fo erhält man 


a N D — 5) een 
SR man dieſen Werth in den von b, fo erhält man 
E E VG y 


Man erhält aus dem Werthe von D den von b', wenn 
man aus b ＋ a die Quadratwurzel zieht. Aus vols 
Tig e Grunde iſt 

189 uet 2 b», 
wenn man durch b". bie: Sehne B"C des Bogens be⸗ 
zeichnet, welcher den Bogen AR", als der Halfte des 
Bogens AR m: Halbkreiſe erganzt. t 


aset: Ma. 


Gehet man nun von 4 — 1 aus, fo iſt 
V3 1,7320508075 d 


SS N 2 IER 1,732050807 — an d 1,9518516525 


* p 3 19318516535 1,9828897227 


. | wd : 


(b = ar ee 1,9957178468 
bv T 19957178465 1,9989291749 
b = v 2 T 19989291749 1,9997322758 ` 
bn = V2 + 1,9997302758 1,9999330678 


ben = V I 1,9999339678 1 V/73,9999330678 
unb da b zu einem Sechseck gehört, (o wird D' zu 
elnem Lord, bu zu einem 2464, bu zu einem J8eck, 
bir zu einem oërd , bY zu einem 192, vv zu einem 
384 unb ben zu einem 768ed gehören. Bezeichnen wir 
nun die Seite dieſes letztern durch a"! , fo erbáft man 
au = (4 = bu) V^ 4 — 3,9959307 
; SN 0,0000669322 = Ojoo81812t; i 
Multiplizirt man nun dieſe Zahl durch 768, fo erhält 
man den Perimeter eines eingefchriebenen regulären Po⸗ 
Iygons von 768 Selten eben fo wie in der Tafel des 
($. 470) woraus fid) dann das correſpondirende um“ 
ſchriebene leicht berechnen laßt. 
$. T Aufgabe, ] 
Aus dem gegebenen Durchmeſſer d ober 
Halbmefferr eines Kreifes, feinen Umfang 
pin Zahlen zu finden. 
Auflöͤſung und Beweis. Da ($. 470) der 
Exponent des beftändigen Verhaͤltniſſes der Periphere eines 
Kreiſes zu ihrem Durchmeſſer durch die Zahl n 3,1415926 


Su 
adis Dë / 


beſtimmt wird, und daher ($ 299) F = u, ſe 
it (Grundſ. 12) 5 ; 
dl. 1 2 277 1 \ 

Die Peripherie eines Kreiſes wird alfo 
gefunden, wenn man bie Zahl m mit deſſen 
Durchmeſſer, oder deſſen doppelten Halb⸗ 
meſſer multiplizirt. 1 3 

Belſpiel. Der Durchmeſſer eines Kreifes ſey — 2731, 

fo ift feine Peripherie — 2731 x 3,14159“ — 8579/7“ 

Anmerkung. Je größer der Durchmeſſer eines Krel⸗ 

ſes iſt, befto mebt Stellen des Dezimalbruchs der Zahl 

cx müſſen bei der Rechnung gebraucht werden, wenn man 
deſſen Peripherie einigermaaßen genau erhalten will. 


. 473. Zuſatz. 
Aus p — di x folgt (Gruubf. 14) 


Së TE. 

Man findet daher aus ber gegebenen Pe⸗ 
sipherie eines Kreiſes deſſen Durchmeſſer, 
wenn man die Peripherie durch die beftändie 
ge Verhaͤltnißzahl x 5 3,1415926 dividirt. 

Eben fo folgt aus p = Or CS 
13 — l, 

Man findet alfo den Halbmeſſer eines 
Kreiſes, wenn man deſſen Peripherie durch 
an — 2 X 3, 1415926 dividirt. ` 

Beiſpiel. Es ſey die Peripherie eines Keile 

: 2 5 — 13232 
= 132° 3, 2/5 fo ift fein Durchmeſſer — 3,1459 


WE 4212’ = 424, 17%. un 


I 


— 910 — 


/ 


Der albmeſſer wird gefunden, wenn man vom 
gefundenen Reſultate die Haͤlfte niumt. 


F. 474, Aufgabe. 

Aus dem gegebenen Halbmeſſer eines 
Kreiſes die Länge eines in Graden, Min u⸗ 
ten, Secunden x. aus gedrückten Bogens def 
ſelben Kreiſes zu finden. f 

Aufloͤſun g. Der Halbmeſſer des gegebenen Kreis 

f$ ſey — , die gegebene Anzahl der Grade eines Bor 
gens — o, und die Länge des Bogens in denſelben 
Einheiten ausgedruckt, worin der Halbmeſſer gegeben 
ift — 2: fo iſt (F. 472) die Peripherie des mit dem 
Halbmeſſer 7 beſchriebenen Kreiſes = 2r5; nun ift 
(S. 408) ; 


folglich iſt i 
JJC EN EE Sue, E 
Lm» 360 xy 1890 .^ 


Anmerkung. Wenn o außer ben Graden auch noch 
Minuten und Secunden enthält, fo muß man den gege⸗ 
benen Bogen in Minuten oder Secunden verwandeln, 
und die 1809 im Nenner mit 60 oder 60. 60 multiplizi⸗ 
ren, um ſie ebenfalls in Minuten oder Secunden zu ver⸗ 
wandeln. 7 
Auch kaun man, wenn man es für heſſer haͤlt, die 
Minuten und Secunden in Dezimaltheile eines Grades 
verwandeln, und die 180 im Nenner ungeaͤudert laſſen. 
Beiſpiel. Es fep die Länge 4 eines Kreisbogens 
von 37.49“ zu finden, deſſen Halbmeſſer 13“. 4“ bes 
trägt, fo iſt: e. : 
PIE 134”. 2230 


Feb mia 


460*.39 =2arn rl; 


- 9 7 


Sears, aufate 

_ N 
Aus 1 — 180 folgt 
180°, 5 I 180° 7. 


9. m rn due ip‘ 
elt piel I. Wie viel Grade, Minuten und Ee 
cunden Mir ein Kreisbogen, deſſen Länge asi 7% iſt, 
wenn der Singer, zu welchem er og, = 490 D 
a^ nt: 
i Antw. 765, D 11^, 
Beiſpiel II. Wie groß muß der SA d 
nes, Kreiſes ſeyn, in wee d RR vor, AP e Zi 
er) 49“ eine Länge von 247° 8 
H EN 4t 2^. : E ke Dir 9 


H 2,476, Aufgabe. j^ sin! 
Die Auzahı Grade eines Bogens zu fin 
den, welcher feinem Halbmeſſer gleich iſt. 
Auflöſung und Beweis. Es fe die Lange 
ö dieſes Bogens — 1, die Anzahl Grade, welche er faßt 
= g, und der Halbmeſſer des Kreiſes — r5 (o ift 


Wi 4) 
1909 E, 


SACS s hl = TEEN sd 
Da aber ( 7, fo if * 
qe EE 57,2958* 


beinahe 57,30 

Ein Kreisbogen, welcher ſeinem Durchmeſſer gleich 
iſt ban alſo febr nahe 114,62. ..- 

Jeder Kreisbogen, erg feinem Br er ober 


U 


* 


feinem Durchmeſſer gleich ift, zählt alſo in jedem Kreiſe 
eine gleiche Anzahl Grade. 


F. 477. aufgabe 
Eine gerade Linie zu zeichnen, welche 
der halben Peripherie det mies ve. 
nahe gleich werde. is. 


2% Auflsfung, Man fee Pig 197% die Sen 
durchmeſſer AB, DE ſenkrecht auf lender f halbire 
den Halbmeſſer CB in F, ziehe D und verlängere fie 
bis ſie die Peripherie des Kreiſes in @ ſchneidet. 
Aus G fálfe man GH auf DE ſeukrecht, "berfángete 
fie und made KI — KG. Hlexauf halbire man CH 
in L, nehme LM = GH und beſchreibe damit einen 
Kreisbogen um JL welcher GI! in M ſchneldet: fo wird 
die Linie IM ber Lee Peripherie des Kreiſes ſehr na⸗ 
gleich ſeyn. 

Beweis. Es Ge der halbmeſſer des Krelſes — Ss E 
ſo iſt C — 4 — o, 5, alfo DF= (DC? CR? 
v3 Ge, 2 1, 25. Ferne 

de ës SE 8 Me ER 384) 
und (S. 347) De DC = FG: ch ; 
ſolglich ($. 329) 
Da; A. DC = — ER CH; d 


2) 


ober 
10g; 5 * 1 T OH; 


alo Or D zig e 
Da ferner DO 3 CF DH He 


oder 120,5 — r6 2: HG, 0 J M 


(oit AG = 68; GK = 1,6 und GL- es A 2. 


SMS 


Ferner iſt L = C eso und LM — 

01 = 0,8 folglich ift ($5463) 855 * 
HN VO, = o — V 9,35. ES 
974161985 und MG Be 0,05838015: E 

alſo Ane | j 

MI ss 32 5, 88887 3141619893 die war 

Lange der halben Periph. ift— 3,1415926 alio MI nt 
um o,ooóo272 des Halbmeſſers zu groß, ein fo gerin⸗ 
ger Unterſchied, daß er ſelbſt in den größten Zeichnun⸗ 
gen nicht kg werden kann. 


M ES e aufg ebe BEER 
Aus dem gegebenen Halbmeſſer oder 
Durch meſſer eines Kreiſes jeiuen; Slächeul ne 

halt zu berechnen. 
Aufloͤfung und Beweis, es feo ber Durchmeſſer 
des Kreſſes d, fein Halbmeſſer 1, feine Periphe⸗ 
rie p und CH Inhalt = q': ſo ift (S. 472) 
P du — ora 
Da nun (F. 407); der Kreis einem Dreiecke gun 
if, welches eine der Peripherie gleiche gerade Linie zur 
Grundlinie und den Halbmeſſer zur Hoͤhe hat, ſo iſt 


(F. 453) der Inhalt dieſes ER alfo der des 
Kreiſes , 


bon M E 


= E dp — m rp 
und ſetzen wir Wat: p den eben DER Werth, fo (t 
d iq i dds wind} rara . 
Der Flaͤcheninhalt eines Kteiſes wird 
Ser gefunden, wenn man den vierten Theil 
der Zahl z mit der Quadratza Ve des Durchs 
meſſers muttiptiyirt ; 


— $14 m 


oder wenn man dle Zahl s ſelbſt mit dem 
Quadrate des Halbmeſſers multiplizirt. 


Anmerkun g. Da der ruh bei den Kreisrech⸗ 


nungen häufig vorkommt, fo df es vortheilhaft den 
Werth dieſes Bruchs ein für e zu berechnen un 
ec ien. . ` Wtot2a 
{ 7t 
" e = Deppen 
Anmerkung 2. Da der Zutat id gtt, deſſen 
Durchmeſſer d iſt — 0,785 ds und ber Juhalt des um 
eben biefem Kreis beſchriebenen Quadrats — dd — d? 
(8. 450): fo verhält ſich der Inhalt des Kreiſes zu dem 
des umſchrlebenen Quadrats — 0,785 d? : d® — 0,785 : 
23 vs 2 785: 1000, wenn man War mit ooo muitis 
HR piel. 1. "ee ſey der Durchneſſe eines Krel⸗ 
ſes — 127 Fuß, ſo iſt fein Juhalt = A . 2274 197 
= o, 785308. 127. zar. =. 12667, 6870 215 d. f. 
eine Kreisflache, deren Durchmeſſer 127/ iſt, beträgt 
12667 U, 68 a 70. 1^. E 
Beiſpiel ie Ur ſey der Durchmeſſer eines Krei⸗ 
fe, gek Së ift fein Inhalt ! 


P irs ST? Ge — ,85398 X Jee - WEN 


= 1393 LY, 37 C^ o4 EI^. 
. 479. Aufgabe. . 
Aus der gegebenen Peripherie p eines 
Kreiſes, deſſen Flachen inhalt g zu finden. 
Aufloͤſung. Es ſey der Durchmeſſer dieſes NN 
0 n fo ift (S. 473) „1 03d 
; : — Hund di. — 


E? Ek 

€ asf g^ p T 4T 14x 
Man findet alſo den, Flaͤchenraum eines Kreiſes, 
wenn man die Quadrathzahl feiner Peripherie mit dem 


Bruch 327 0,079577471545947 wpltipligrt 


Beiſpiel. Es fey der Umkreis p eines Kreiſes 
= 573 Fuß, ſo iſt 
q.— 0,079577 X 573* — 26127,59.- 
der Flaͤchenraum dieſes Kreiſes GE alfo 261 DS, 
27 U. 59 EI, : 


2 e$ TRE Aufgabe. wm 
Aus ben gegebenen $tádenraum 9 eis 
nes Kreiſes, deſſen Durchmeſſer d ober 
Halbmeſſer r zu finden. 
Aufloͤſung. Da (S. 478) 


9 d arid 


ſo D wenn man im erſten Falle e und im id 
ten mit ar xc 
n e Gi 


i 


und daher , 
eva Wl A WËSCH 
VVV 


— 316 — 


Der Durchmeſſer eines Kreiſes wir d als 
ſo gefunden, wenn man die Auadratwür zel 
aus ſeinem Flaͤcheninhalte mit 2 s — 
m 1,128379167 multipliz irt. 

Beiſpiel. Es ſey ein Krels zu. befchreiben, 
deſſen Inhalt 3765 CR, 18 TI” betragen ſoll, fo d 
ſein Durchmeſſer f 

d = 1,112837 « V BE — SCH 2", E 
und der Halbmeſſer 

r = 0,56428 . VAN 37 UTE = E au, 6^, at,. 


$. 481. Aufgabe. 
Den Durchmeſſer eines Kreiſes zu Ar 


nen, welcher mehreren Kreiſen 
genommen gleich ſey. 


Auflöſung. Man erhebe jeden der » uM 
Durchmeſſer ins Quadrat, addire dieſe Quadratzahlen 
und ziehe aus deren Summe die Quadratwurzel, ſo 
wird dieſe den Durchmeſſer des geſuchten Kreiſes geben. 

Beweis, Es ſeyen a, b, e, d, bie Durchmeffer 
der gegebenen Kreiſe und D der Durchmeſſer des ges 


ſuchten Kreiſes, fo find (§. 478). Die Flächenraͤnme : 


der gegebenen Kreiſe 


; 
H? TE 


, as, e 52, Ke c?, SS E 15 
alfo deren Summe PR op , 
KT gë A t Gd T t 
N Tata 2 aber Ai? — d 
cb. SS 4 er 4 ; 4 c Ar A a 


-— 4 (a hp to . d-). 


4 


Der Jnpalt des gefuchten Sie, it — Do. 


Folglich it ` Pa FN 
ue Dhu T (at be . e 40 


und wenn man beiverfeits mit —= divldirt, 
Dr (as be - e 4. d); 


folglich A 


, Dez (a +b2 4. c d. 
Was hier vom Durchmeſſer bewieſen worden gilt 


auch vom Halbmeſſer. Wenn nehmlich a, Pr 7, 9, die 


Halbmeſſer der gegebenen Krelſe angeben und der des 


geſuchten Krelſes durch N bezelchnet wird, fo iſt 


R= VA l e. 
Auf aͤhnliche Art findet man den Durchmeſſer et: 
nes Kreiſes, welcher der Differenz zweier gegebenen 


Kreiſe gleich iſt. 


: def (12 -- 892 + 127?) — 210,94” 


Beifplier 1. Es find drei Kreife gegeben; der 
Durchmeſſer des erſten iff — 14^. 3“ der des zweiten 


= 8°, 9“ und der des dritten = 1a“. 20. Wie groß 


Aft der Durchmeſſer d eines Kreiſes, welcher dieſen 
dreien gleich ift 


Antw. 


oder d — art, o", 9%. 4% 


F. 482. Aufgabe. 


` vl, 


Es lind die Halbmeſſer 40 = N und u 
CF er zweier concentriſchen Kreiſe 450, Ce 


DEF Fig. 188 gegeben. Man Teil beu 


Halb meſſer e eines Kreifes finden, deſſen 


— — 18 — 


Flächenishart dem Unterſchiede beider Krel⸗ 
fe, und alfo der Fläche des zwiſchen beiden 


Peripherien enthaltenen keks förmig E 


ges gleich fe» 

Wufló[ugg. Da (6.479) der Ktels AG Ren 
der Kr. DEF == r* it, und der Inhalt des geluchten 
Sri zn: fo fft Kr. 486 — Kreis DEF oder 

o^ NR IP Reeve URS 1. 

S LG T r) (R. — r) n 

Der Inhalt des geſuchren Kreiſes, dir auch 
der des kreisfoͤrmigen Ringes wird alſb ges 
funden, wenn man die Summe der Halbmefs 
ſer mit ihrer Differenz, und dieſes Product 
mit der Zahl ze multipligirt. 


Ferner folgt aus 
e? eg GR on .) 
wenn man beiderſeits durch er dividirt 
6e ( A = 
d folglich 


„ Ir ne 

Der Halbmeſſer eines dem kreisförmi⸗ 
gen Ringe gleichen Kreiſes wird alſo gefun⸗ 
den, wenn man die Summe der Halbmeſſer 
mit ihrer Diffe renz multiplizirt und aus 
dem Producte die Quadratwurzel zieht. 


Bei (piel. Es ſey R == 117% 9"y. Te 87^. 
et fo tí 

gs NC CUm! - 77) (179 — 872 NO 

N = VC (2056 x 902) = "Dër es 

* 78. 2% 9t 223 i ` d 


E 


EU 5. 463. Zuſatz. 
ee de Pe G. 18) 
r 2 0 SH 
der geſuthte ONE? ift alfo, bie Ser portio 
male ys der Summe und ber Differenz der gegen, 


i benen Halbmeſſen. 


Errichtet man daher im Endpunkte D des kleinern 
Harbhieffers CD. einen Spérpenbid'é DC und verlän⸗ 


gert ihn bis er die ‚Peripherie, des Kreiſes in G. trift, 


fo iſt DG der Halbmeſſer eines dem Ereiöförnigen Nino 
ge gleichen Kreiſes. 
Denn zieht man AG; GB, fo ift ($. 250 Wn 


ein echte Mintel, und daher G. 363). © ss 


CR em DG: DBs 5: ud 


da aber AD — AC U Ee 


wb Dë OR 0D — n p ſo it 
AcpriDG = DG: R 1. 


F. 484. Aufgabe. 
Aus dem gegebenen Halbmeſſer ob r 


eines Kreiſes DHK Fig. 189 den Halbmeſſer 
* eines Kreiſes zu finden, deſſen Fläch en in⸗ 
belt Cet Idee gegebenen £eeies 
) enthalte. 


Auftöſ. ang. Man silii die — 
zel des gegebenen Bruchs — mit dem in Zahlen ges 


gebenen Lo fo gebt dieſes Product den Halb⸗ 
meſſer x des elt Kreiſes; oder 
m 


nen 


— 320 — 


Soll CA der dite Kreis GR des gegebenen 
enthalten, fo. iſt 
TE medie, Id a 


Beweis. Der Inhalt Si en eie: » 
e Q,.fo ift der des gelb tei n = — e und da 


/ op. 403) die Flaͤchenraͤume der mu f ch wie die Qua⸗ 
drate ihrer KEE verhalten A fe iſt in H 
SC, 903315 up 
a Ac = d. 2 $ DE = 
Q: m Q 77 9 nm R 
oder wenn beide Glieder des erften gott mit n 
BR „ und mit O dioidirt werden ($. 3010 
m nee aep s nd 
ober (s. 326) ^ | 
Vm: Vn-rix 


ch x nr 


Auflöſung durch Eonſtruction. Han, thei⸗ 
le (F. 338) den gegebenen Halbmeſſer in n gleiche 
Theile, und ſetze darauf einen Halbkreis CD. Aus 
dent Endpunkte des „ten Theils, vom Mittelpunk⸗ 
te an gezaͤhlt, errichte man den Perpendickel FD 
und ziehe CE, ſo iſt dieſe der Halbmeſſer des gefucbten 
Kreiſes. 
Beweis. Zieht man noch PI. fo it int i 
winklichten Dreiecke CF (F. 363) h 
CD.CF . 
oder weil We 36) CF — CG, 
D: C z C: Cn 


-— 321 ën 
folglich iſt ($. 331) ' A py» 
CD: CL Ob CO 
‚oder well CL = = OD, f 


"CD: —CD= 1: c.: ch; 
m m 
Nun ift ($. 403) 
Kr. BHK: FLG CD: (G2; 
folglich ift (S. 303). 
S 1: fr. DHK: Kr. FLG; 
e A * 10 — HAAT) 
folglich N 
VVV 
Beifpiel. Es fy . — s "felle man 
den Halbmeſſer OD in 4 gleiche Theile, ſetze darauf 
einen Halbkreis und errichte aus dem dritten Theil⸗ 
punkt JL einen Perpendickel LE, fo ift, wenn man CF 
zieht, dieſe der Halbmeſſer eines Kreiſes, welcher m 
mahl ſo viel Flaͤchenraum als der gegebene hat. 


Anmerkung. Wenn — ein unachter Bruch 


etwa I aváre, fo bleibt die Conſtruction im chat, 


chen dieſelbe, nur daß man den Halbkreis nicht auf 
den Halbmeſſer, ſondern auf die nie fett, welche die 
größere Anzahl Theile angiebt. Wir werden alſo den 
Halbmeſſer CD Fig. 190 in 4 gleiche Theile theilen; 
hierauf von C nach M. 7 ſolcher Theile tragen; auf CN 
qus & M ORT : t 


1 


É — 822 — 
einen Halbkreis Ge. und aus D den Perpendickel DF 


errichten, ba denn 2 der Halbmeſſer eines Kreſſes dt. 


deſſen Flächeninhalt 55 von dem des Kreiſes BHK 
ene ege AË En 
$.485. 3ufab , ; aui 

Setzen wir in dem Bruch SCH den Minen’ m = p 

| To wird, wenn wir und einander n. = 2, 3, 4, e E 
ſetzen, der Bruch - — 7. jebed "wielfanpe der Einheit an⸗ 


zeigen. Setzen wir, aan „ und nad) einander 
n 2, 3, 4, 5 X. fo wird jener ahd) jeden Thell 
? der Einheit anzeigen konnen. 

Die Auftöſung des F. 484 lehrt uns atto den Halbe 


meſſer eines Kreiſes zu finden, welcher entweder ein ge⸗ 


wiſſes Vielfaches Gre ein- e Theil eines dem 
MR Kteiſes iſt. Y E. 


Sint niae gei Steg rs «o he 


Aus SCH in Graden, Minuten 1c. gegebe— 
nen Winkel ACL Tig. 179 und dem Halbmeſſer 
CA eines Kreisausfipnitts AA, deſſen 
Flächeninhalt zu berechnen. 

Auftöſang. Man berechite F. 472) e: Länge 
des Bogens 4, dieſes Ausſchnitts, mulklplizire dieſe 


Zahl mit der Hälfte des Halbmeſſers 05 4, (o. wird 


C. 418) dieſes Product den Juhalt be Ausſchnitts 


geben; 
Es ſey nun bits get del Gade des E 
ACL oder des Bogen: AL == g; die Länge, dieſes 


me 


Bogens — 7; ber Halbmeſſer deſſelben = ry and frin 
iere — 45 jo ift ($. 4700 "ewe 


+ 
11 7. 
180 


Da er (F. 418) jeder Kreisausſchuitt einem Drel⸗ 


etke gleich dft, welches den Bogen zur Gründlinſe und 
den Halbmeſſer zur Höhe hat, fo ift (§. 45 7. 


| Lupi 125 Man 9. id 
Mita HIT depr Ee Eh geg 


Bezeichnen wir nun den Bruch oo, welcher Sein, 


was fuͤr einen Theil Fer ees Bogen von der EI 
Zeie D: durch 77, fe iſt BI 7 » v 
A nr u. is j 

/ ABéifpten Der Halbmeſſer du Kreſſes ch 
= g^ 4%; der Winkel eines Ausſthultts N 
de 28“. 5" 2 s Sei Inhalt 


Re 265 05 „84 714159 
= 190% = 17 NU.“ WW 


EN a 
Wupg 47 IG Gs 
pe e A ad 


er 
ge Se Wé e? aus dem E unb 
dem Halbmeſſer des Kreisausſchnitts die Anzahl Grade fina 
va Sach deſſen ger fabri und Seen kann man 
1 Xa 7 


aus dem Flaͤcheninhalte eines Kieisansfchnitts nebſt 
der Anzahl Grade deſſelben den Halb effer des dazu 
gehoͤrigen Kreiſes finden. 


FS. 388. Aufgabe. ! 
Den Flächen inhalt eines Kreisabſchnitts 
AML Fig. 179 zu berechnen, wenn aufer 
dem Halbmeſſer 40 unb der Anzahl Grade 
a AML 2% die Bafis AL gege⸗ 
iſt. 

Auflöſung. Man berechne (§. 486) den Flaͤ⸗ 
cheninhalt des Ausſchnitts CML; berechne ferner 
($. 453) den Inhalt des Dreiecks AÓL: (o ift 

Abſchn. AMLA = Ausſchn.  4CLM A ACL. 
Das Died 40 L laßt ſich folgendermaßen berechnen. 
Man fälle aus C auf AE den Perpendickel CN: (o 
iſt (G. 209) AN — 1 AL und (F. 463) 

CN — NV (40: — AN) 
uf (GIC — Alz: 
m G. 0% 
; A ACL — AN x CN 
URS X (4C? - 4 AL?) ` 
oder ſetzen wir ben Halbmeſſer 40 Dr und 41 =; 
ſo iſt 


a 40 = NN | 
ur CHOR, 


$. 489 Anmerkung. | 
Die bisher gegebenen Lehren bieten uns die Mit⸗ 
tel dar jede gegebene geradlinige, kreisfoͤrmige oder 


- |] 


WA A cr 


aus kreisförmigen Theilen zuſammen gefebte Figur ſo⸗ 
wohl durch Rechnung als durch Conſtructlon ſo uahe zu 
quadriren, daß die Abweichung geringer als jede gege⸗ 
bene noch ſo kleine Größe werden kann. Es iſt daher 
wens nach einer noch ſtrengern Benaulgkeit zu 
ſtreben. 


1 
| 


TA 


ki " tnihi DE) 

Tm nu OI 
* ' 4 M ai H 
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Die ebene Trigonometrie. 


Er ſtes Kapitel. 


Von den trigonometriſchen Functionen 
und Huͤlfslinien, 


F. I. Erklarung. 


1 W. man, wenn von den ſechs in einem Dreiecke vorkom⸗ 
menden Stücen drei, unter denen wenigſtens eine Seite bes ` 
Ffindlich iſt, gegeben ſind, die übrigen durch Zeichnung fins 
den koͤnne, iſt bereits in der ebenen Geometrie gezeigt 
worden (Geom. $$. 100, 105, 106, 132, 133). Auch. 
iſt (Geom. F. 444) gezeigt worden, wie man, wenn 
die ein Dreieck beſtimmenden Stücke in Zahlen gegeben 
ſind, auch die übrigen Stucke mit Huͤlfe des Transpor⸗ 
teurs und verjüngten Maaßſtabes in Zahlen beſtimmen 
konne. Da jedoch der Grad der Genauigkeit, welchen die 
Inſtrumente gewähren, ihrer Unvollkommenheit wegen 
nur ſehr gering iſt, und deſto geringer ſeyn muß, je öfter 
man bei der Aufloͤſung einer Aufgabe dieſe Juſtrumente an⸗ 
zuwenden hat, ſo war man darauf, bedacht, auf bie Bes 
Damm der Dreiecke die Rechnung anzuwenden, durch 


— 327 es ` 


\ ` 
welche man jeden beliebigen Grad von Genauigkeit er⸗ 


laugen kann. Man hat daher unter dem Nahmen der 
ebenen Trigonometrie ') cine Wiſſenſchaft erfun⸗ 
den, welche lehrt, wie man aus den ein ebe⸗ 
nes Dreied| beſtimmenden und in Zahlen 
gegebenen Stücken, die übrigen Stücke bet 
ſelben durch Rechnung finden kann. ow 


eie Ni Lia, Erklärung. WOY. oa 
Da gerade Linien und Winkel „als ungleichartige 
Größen nicht mit einander verglichen werden können, 
To hat man anſtatt der Winkel ſelbſt andere Größen in die 
ah nh fed echt E en dd 
Winkels zugleich Veraͤnderungen erleiden. Es bewege 
fid) z. B. die gerade Linie JC Fig. K imeiner Ebene um 
den feſten Punkt O herum und beſchreihe nach und nach 
die Bogen h AR, A, welche (Geom. F. 411) 
das Maaß der hierdurch entſtandenen Winkel 405. 
ACB', ACB" find: (o werden die aus den Endpunk⸗ 
ten B, B B dieſer Bogen auf den Halbmeſſer 40 
gefanten Perpendickel B, 55P B dergeſtalt von 
der Größe des Winkels 40 abhängen, daß fie mit 


51 


deſſen Veranderung ebenfalls Veränderungen erleſdem“ \ 


Gehet nehmilch der Winkel ACH, zu welchem ver Per- 
pendickel En gehört, in 40 über, wozu nunmehr 
der Perpendickel P P! gehört, ſo iſt (Geni, F. 176) 
BP Bp, weit in den rechtwinklichten Dreiecken 
50, BO die Hypothenuſen, DC, BC gleich, hin⸗ 
gegen die eine Kathete CP T CM. 

i /X MES 


Jeder die iitfeifing der Trigonometrie f. tout s 
mathem. Wiſſenſchaften $$ 6 und o. ` N 


* 


Eine ſolche Größe, welche von elner andern bergeftalt 
abhängt, daß fie ſich mit Veränderung dleſer letztern Age 
gleich ändert, und alſo größer oder kleiner wird, wenn letz⸗ 
tere größer wird, heißt eine Funct kon dleſer letztern ⸗ 

So iſt die Zahl, welche die Größe der Linie B gegen 
den Halbmeſſer 50 ausdrückt, oder der Exponent des 


Verhaltniſſes BP t BO oder GE eine Function des 


Winkels ACH, weil dieſe Zahl deſto größer wird, je 
mehr ſich den Winkel 40 dem rechten 400 wähert. 
Eben ſo iſt der Erponent des Verhaͤltniſſes P: DG 


ober ar eine Functſon des Winkels 40 "Weit die⸗ 


ſer ei deſto kleiner wird, ie deg der Wintet 
ACB dem rechten kommt. 

Diejenigen Functionen der Winker, — "m 
ſtimmung der Seiten und Winkel eines Dreiecks ebene 
on EMA metri (de Functionen. 


F. 3. Erklärung. 
cu (Ge feo AOE e e Fig. a irgend eln iuter. 
Man fälle. aus beliebigen Punkten B. B., B" eines 
feiner Schenkel CE auf den andern CA die Perpendik⸗ 
kel BB. B'P', B“, fo ift in den hierdurch entſte⸗ 
henden rechtwinklichten Dretecken BPC, BO, B 
das Verhaͤltniß des Perpendickels zu der ihm zugehöri⸗ 
gen Hypothenuſe BP : BC, B: B'C, BP: BC 
beſtaͤndig, und daher der Exponent eines jeden beier 
Verhaͤltniſſe 7 E ER I Zuber 
BC’ Hc: o due unveraͤnderliche 
abſtracte Zahl. Denn da der Winkel BPC = BPC 
= BC = R und C allen dieſen Dreiecken ges 


ute in iſt, ſo ſind fe (Geom. A. 357) einander ahnlich 
und daher bie gleichnahmigen Seſten proportional. 


Dieſer Erponent - welcher bei einem und demſel⸗ 


ben Winkel ungeändert bleibt, aber mit der Verande⸗ 
rung des Winkels, & zugleich eine Aenderung erleidet, 
und daher (H. 2) eine Function dieſes Winkels (ft, beijt 
der Sinus des Winkels EC A und wird abgekürzt: 
durch ein. ECA oder sin. & bezeichnet. Es iſt alſo 
5 ] t > " BP MY 


Der Sinus eines Winkels ECA (ft de m⸗ 
nach der Exponent des beftánblgen Verhält⸗ 
uiffes der dieſem Winkel gegenüber ſtehen⸗ 
den Kathete zur Hypothenuſe des rechtwink⸗ 
lichten Dreiecks, welches entſtehet, wenn 
man aus einem beliebigen Punkte eines ſei⸗ 
ner Schenkel auf den andern Schenkel oder 
/ io Verlängerung "einen Perpendickel 

fällt. ; 


St Erklarung. 


Der Exponent des Verhältniffes PC : BC Fig: = 
EH der fud 0 heißt der Coſinus ; des 
Winkels EAC. Eben fo iſt der Exponent des Vers 
baͤlmuſſes F— Fig; 3 der Ebſinus des ſtumpfen 
Winkels ace 5 


— 339. — 


Man bezeichnet ihn Wäit e Gas, ZER 
M» es iſt alſ 5 9 


Cos. CE m ER RE 


Der Coſinus eines Winkels iſt demnach 
de Exponent des beſtändigen Verhaltniſ⸗ 
ſes der dieſem Winkel anliegenden Kathete 

zur Hypothennſe des rechtwinklichten Drei⸗ 
ecks / welches. entſtehet, wenn man aus einem 
beliebigen Punkte eines feiner Schenkel auf 
den andern Schenkel oder deſſen Berlänge: 
sung einen Perpendickel fällt. 


A in 41 130 


AE Ki A an 2 d nen 


tH 5 " du ige Sr, Erklärung, Bis ati; 
nn Der; Exponent des beſtaͤndigen Verhaͤltniſſes 
Y O, Fig, | 25 oder Ip: pe Fig-ag beißt die 


Tangente des. Winkels ACE oder ace, und 


wird bezeichnet durch tang AGE ober deng, ace. 
Die Tangente eines, Winkels iſt demnach 
der Exponent des beſtaͤndigen Berhältniſſes 
der dieſem Winkel gegenüber ſtehenden 8 ge 
thete zur anliegenden Kathete des recht⸗ 
winklichten Dreiecks, welches entſtehet, wenn 
man aus einem beliebigen Punkte eines fc is 
ner Schenkel auf deſſen andern bebe cia 
yen Perpendickel fällt, i21 W 
8 d 6. Erklrung. CH C 
Det Erponent des Berhällaiſſes ze d Fig. 4 
heißt die Cotangente des Winkels ACE; und 
1 U 


e Bet 
wird bezefchnet, durch Cot. JEDEN ift Rig. 8 


Got. ace Je, Die ausführiche Definition det | 


Cotangente Wit fi ch D GA 1 8 Modiffcation BA 
$4.5. 


„Der Exponent des gg BC: PC oder. 


EON "no. Fig. 3. heißt die Seeantetes Winkels 40 E; 


en ſo ift in 5 3. SR die Secante, des Winkels 
N 


Bu und wird bezeichnet durch ke. AR dux (b^ 


m Erponent des Berhättnlfes GT y Fig. 2 


oder "i^ Eiga.5 heißt bie, Cofecante a 
kels ACE oder aee, und word bezeichnet SE 
Cosec. ACE; ^ FEET EOS AN 
ge E Erklarung.“ 80 (8 
Außer den angefuͤhrten trigonometriſchen Functionen 
als sin., cos, lang., col, sgc ATE pflegt man 
noch den Sinus Verſus und 
dazu zu rechnen, und verſtehet unter erſterem die Dif⸗ 
ferenz zwifchen der Einheit und dem Coſiuus eines Wins 
kels; unter letzterem aber die Differenz zwiſchen ; Det: 


Einheit und dem Sinus des Winkels, unde bezeichuer 


brſtern durch in. v, letztern durch cos. . ^ daß 


din. v. A = 1 — cos AE FIÉ 
1 cs. v. ACE! = 1 — ain AGE, « | 

Gi DM. 0 

3 $.8. Slecapitutatione . 


Ehen wir in wn ER "Dreiecke ‚ABO 


* 


ofinus Verſus 


l 


— 35 — 


Fig. 4; die. Seite AB — b, 40 p, bie Hypo⸗ 
thenuſe BC = , den Winkel. ABC — o und, 
ACB d, ſo iſt 


dein „ Pi 9) sin. : fm 


P 


Se sis siele Sf SI sh He 


2) cos. f Lei =. Ji IO) cos. P zm e 
LX d OG 3.0 Gen 
3) tange a =. din tang, P =. 
1 | 23 * 3r /n 
ap cot. * — y" 12) cot, „. 


A 
5) sec. 4 . 7 13) see, f 


H 


d s À La 
6) cosec, o = — 14) cosee, 6 


p^ 


UE D ; 
7) sin u. a —l-— xi 15) sin. U. 6 1— 


GH cos. va = — i 16) cos, , == I — 
3 91725 Ke e ($9. Zu fo 6. * 
Werden beide Theile einer jeden ber vorſtehenden 
go mit ihrem Nenner multiplizirt, (o erhal⸗ 
ten wir je 


Dp=hvsin CH 7 b N, ein. p 
29 U S H. cos. o 8) P N. co. f 
32) p b. bang. a 9) = p. tang. f 
pózp.eh a 10) b. cot. 8 
5) h zb. sec. n 11) M p, ec. 8 
6) hp. cosec. c 12) M — b cosec. f. 


Die Gleichungen für den sin, v, und cos, e, haben 


LU 


— 2090 


wir ausgelaſſen, weil dieſe Functionen nur äußerſt ſel⸗ 
ten in der Rechnung vorkommen. d 
Hatten wir nun Tafeln, worin man für jeden 
Winkel ſeinen Sinus, Coſinus und uͤberhaupt jede ihm 
zugehorige trigonometriſche Function auf eben die Art 
berechnet findet, wie 'für die Zahlen ihre Logarithmen, 
fo waren wir ſchon im Stande vermittelſt vorſtehender 
Gleichungen aus jeden zwei gegebenen Stücken eines 
rechtwinflichten Dreiecks jedes der übrigen Stuͤcke zu 
berechnen. * N kat 
Es ſey z. B. im rechtwinklichten Dreiecke 480 
Fig. ber Winkel E = 35° 27^; h— 46 Rüthen, 
man ſoll die Hoͤhe p finden: ſo würde man unter obi⸗ 
gen Gleichungen diejenige aufſuchen, worin c und A 
in einem Theile und p im andern Theile vorkommen. 
Dieſe Gleichung iſt ($. 9). «etn f 
Ip RN. sin. “a —— 46 „sin 35 22^. 
Finden wir nun in den erwähnten Tafeln 
| sin. 35%. 27! — 0,57999, 
Jo ift p = 46 .'0,57999 = 26°,67954 oder beinafe 
26 Ruthen 6 Fuß 8 Zoll. 
Zweites Beiſpiel. Es ſey gegeben o — 35^. 
27/ b 37, 4. 7". ali = 37,478 Rüthen, fo 
ſuche man, um p zu finden, unter obigen Gleichungen 
diejenige, worin - und D.fid) in einem Theile befinden 
und p im andern Theile. Dieſe Gleſchung ift (S. 9. TIT.) 
„r bang a = 37,972. Hang 35%. 071. 
Geben nun die Tafeln Gout 35°, 27 — 0,71197, tv 
findet man, j 
d Y 2 5 0 11 = 2 9; 6^, 8^. 
an Sa y RH a a6, 
Dergleichen Tafeln find. wirklich berechnet, und 


[ 
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heißen trigonsmettiſche Tafeln) wegen ihres 
beſondern Gebrauchs ín der Trlgonomettle, wiewohl man 
ich ihter auch bei anderen Rechnungen außer den tri⸗ 
gonometriſchen bedienen kaun. Wie aber dergleſchen 
Tafeln zu berechnen Ze ung wir im Folgenden 
zeigen. 4432 vut ‚rast att 24 A 
Anmerkung. Da dle ity die Fon Finbfin bieſes 
9. bezeichneten Regeln ſowehl bei der Aufſoſnog der Set, 
ecke als auch bei andern Rechuungen von haͤufigem Ge⸗ 


brauch ſind, fo it es vortheilhaſt ſich mit deuſelben ver⸗ : 


traut zu machen. Es folgt nehmlich (aus 1 und 3): daß 
in jedem rechtwinklichten Dre ege die Orbe 
"einer feiner Katheten gefunden wird, wenn 
man den Stuus des dieſer Kathete gegen. 

uu berſtehenden Winkels mit der Hypothenuſe, 

oder wenn man die Tangente dieſes gegen⸗ 
über ſtehenden Winkels mit der andern Ka⸗ 
"bete multiplizirt. 

Aus (2 und 40. folgt,, daß im techtwinklichten 
Dreiecke der Werth einer Katbete gefunden 
wird, wenn mau den Coſinus des dieſer Ka⸗ 
"tee auliegenden ſpitzen Winkels mit der 

Hopot benuſe, oder die Cotangente dieſes dit» 
ltegenden Winkels mit der * 
5 multiplizirt. 
i Aus 5 und 6 defet. better, daß in jedem erg 
Sg winttichten Dreiecke der Werth der Hypothe⸗ 
nuſe gefunden wird, wenn man die Secante 


eines ſeiner ſpitzen Winkel mit der daran lt .— 


genden Katheteſ oder, wenn man die Coſecan⸗ 
te eines ſpitzen Winkels mit der dieſem Win⸗ 
rel gegenüber ſtebenden bee multiplizirt. 


, Sein "Ee 3üfab. 10 
ds Vergleichen wir die in §. 8 aufgezählten vig 


E e EC 
: ein ß =— = cos D RR! 


ee 


metriſchen Functionen mit einander, ſo finden wir 
daß e CN d 4 5 * 


- 383 a — 8 


m. 


SÉ d = E. cb ß SCH 
9] rivo» gis SAM : 
L TM. ET ede 


b 
A "P 


(C tang e = - cot. G 


A 


und daß GR im rechtwinklichten Dreſecke 450 


Fig. 4. jede trigenometriſche Function irgend eines 
feiner ſpitzen Winkel die Co⸗Function des andern ſpi⸗ 
den Winkels dieſes Dreiecks ift; daß 3. B. sec B — 
cose u 3c." Erwägen wit nun, daß (Geom. $. 131. UD 
die beiden Winkel ie und 6 ($. 75) Complemeute zu 
einander find, daß ail jj: s 

am go? — , und g = 9 - 51 


ſo erhalten wir wenn wir in $. 8 ſtatt 6 den Aus 
druck Copipl. a, und Compl. B anftatt « ſetzen 


cos a = gin 1B sin. Compl, o ; 
col a — tang. — tang. Compl, & 
cosec « = sec, f sec Compl a, u. ſ. w. 


DH 


woraus fid) ergiebt, daß die Benennungen Coſinus, Co⸗ 


tangente, Coſecante nur abgekürzte Benennungen für 
sin Compl., tang; Gompl., se Cofmpl. ꝛc. ſind. ege 


den wir ferner in H. 8 anſtatt 2. feinen Werth 90. — o, 


ſo erhalten wir — : 
, ' S^ S (V^. 1 

sin, & = cos. B= cos, (go? — €) 
cc à sin. (m sin (go? = ei 
fang. a == cot. g col. (90° — ) 


cat. tang, B8 E tdng. (go* — D x 


* 


ei 


r 


Eels gleich, oder rang o = 


8 336 zer". N 
sec. a = coseb. B = 'Cosec (90 — d) 
cosec. a — sec. .B —'se (90 — ei 
sin. v. c cos, b. G cos. v. (gos — d) 
co. v. c ein. v. f cin. v. — ei 
woraus ſich ergiebt, daß man nur die trigonometriſchen 
Functionen aller Winkel bis 43 zu berechnen braucht, 
um die der Winkel bis ‘90° zu erhalten. So iſt z. B. 
‚sin, 50 cos. (90° — 5 = cos. 40 


/ tàng. 75° NS cot. 9o? boy 25°) col, ‚15° n f. qm. 


F. 11. Lehrſatz. 

J. Die Tangente irgend eines Winkels 
BC —= a Fig. 4 iſt dem Quotienten des Si⸗ 
uus dividirt durch den Coſinus dieſes Win 
SLL, "0 
cos. 4 | 

IL Die Gotaugemnte irgend eines Win⸗ 
kels & iſt dem Quotienten des Coſinus divi⸗ 


dirt durch den Sinus dieſes Winkels gleich 


oder cot. 2 2 — 
kx "giereg 


Beweis. I, Da (. 8) à 
ein. 6 = und cos a == 4 Wo iſt 


— e 
cos. "ft "A h b 
Nun war auch Zong om 
* 


sin, « 


folglich Aë tang a ——., 


* 
€ 


SOS, :& 


Me, ers 


II. Eben fo ift 2 


Go, 4. b pad T EN. 
SE EE 


sin 7 
und da auch (e, 8) cot, o — 2 
b it 


m. er coh, « 

Le Seen = ne 
€ : 

F. 13. Lehrſatz. 

die Steen te eines Winkels a iff dem 

Quotienten der Einheit durch den Coſtuus 


| 

| dieſes Winkels gleich, oder sec e — = Die Cofe⸗ , 

— tante eines Winkels a ift dem Quotienten 
der Einheit darch den Sinus die ſes Wfokels 


Mild Ge 
= \ 
gleich, oder cosec e ng 


KH Es iſt (d. 8. ID cos e — A 
hun] ` 
1 b 
we TE p MN EN ME 
Nun ift auch (. 8. V.) sec a —— 25 
Ton T Ag IET 3 


F Y 
dec . 
cos « 


eie fo ift 6$, 8. I.) sin u — ^, unb 
EE SE 
9 


SC 


c 
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7 e e D 
Da aber auch (S, d yn. cosee a = Si, NSN 
ſo iftc : > — " 


D \ ud H e 
im e supe) 

ed t 
1% Lehrſatz. 

Der Sinusverſus eines Winkels if 
ber Differenz zwifchen ber Einheit unb bert 
EH dieſes Winkels gleich, oder 

sin. vr zc co qu, 5) iS 


d Coſinusverſus eines Winkels Aft 


der Differenz zwiſchen der Einheit und dem 


— 


Sinus dieſes Winkels gleich Db er "208 
COS. 9, & — X — sin gv 

Beweis. Dieſes folgt unmittelbar aus det: im. 

3 » gegebenen Exitärung vom sin, ei e cos. vers. 

ON $1 


H. 14. Bemerkung 


Da nach CW ki Xd: und 130 alle ENEE 
Functionen irgend eines Winkels von feinem Sinus und 
Coſtnus abhängen, und ſich aus dleſen letzteren durch 
die einfachſten Rechuungsarten herleiten laſſen, ſo haben 
wir blos noͤthig die Sinus und Coſinus aller Winkel 
bis 45° zu berechnen, um daraus die trigondmetriſchen 
9 aller Rübilet bis 90 zu beſtimmen ($, 10), 


E. s 15. Lehr bp, 


Das Ouábrat des Sinus n eb ſt d 
Quadrate des Loſtnus Gu eines. Winke 


r 
^ 


- 


H ' 


` 


, — 339 — 
u if. immer der erer gleich; e 
ti e Egos, A R ze E 9. ttf amt er 


Bew ies Sim. techwüfſchten an ABC 
. 4 iz So ix T KE ve man if, 


Lie e + cos “= m^ papi 
, nO. la ; Wl 
$a aber (m$. 170); 5 Ah va zs ës in 
fe. iſt 315944 an en sg ee had 
2 1a (lt ip 
‚sin? o -h cos? e mmo =*. 
EL i E dr 
F. s, See, togas" 
dé 
dun folgt Dës d 10 8 
E 3 use d 1 IR. 7 d SA v» emat n 
P 9 2 my t EC ji aie mos Qu 


AE 2 GES * * T 
ion " & A SA 1 IECH KÉ und a ES 
EEN 


Si^ 4 "vu „En "ng 


Man finder alfo aus dein gran Sani ei 


nus eines Winkels feinen Coſinus, wenn 


7 


Auf gleiche Art findet man mi dem gegebenen 


man das Quadrat des Sinus von der, Ein: 
heit abzieht, und aus dem efte die Bt 
dratwarzel uimmt. VUES oen qp CH 


Ss nus eines Wutkels feinen Sinus, ; 


» e - 


zët di 


4 d 


DIU 


9 
* N 


— 3. bt 
$ 6. 17. Bemerkung. 


Da man aus dem Sinus eines Wels delten 
Coſinus, und aus dleſen beiden alle übrige trigonome⸗ 
triſche Functionen herleiten kann, fo hat man, pur noͤthig 
die Sinus aller Winkel bis 45° zu wiſſen, um daraus 
die telgonometriſchen Functionen aller Winkel bis 90° 
zu beſtimmen. Daher pflegt man auch ble trigenome: 
trifchen Tafeln gemeinhin Sinustafeln zu nennen, 
obgleich ſie außer dem u a andere pecu 
angeben. ö 


H. 18. Gë. 


Es fep AC Fig. 1 ein unbeweglicher Schenkel eis 
nes Winkels 405, deſſen anderer! Schenkel B = AC 
fid) vom Punkte A aus um den Punkt C als Mittel⸗ 
punkt herum bewegt bis er in die Lage CD kommt: 
fo. wird det WInkel 40 B, fo wie der ihn meſſende Bo⸗ 
gen AB nach und nad jebe Anzahl Grade von o? bis 
* faſſen, ? $ 
Man errichte durch den Aufaugspunkt 4 der Bo⸗ 
gen. AB, AP AB" eine unbegrángte Tangente AG, 
fälle aus B, "B"; B" x, auf CA die Derpendicer‘ Bp, 
., B . c. und verlängere die Halbmeſſer CB, 
CR. CB" bis fie die Tangente in 5 Bi CA 2 treffen, 


CR np 
fo werden (J. 3) bie Verhältniſſe ES TE e. die 
Sinus aller möglichen Ee von o? bis 90e angeben. 


Die Verpättniffe A Jw oder die ihnen i 
wegen der Aehnlichkeit der Driede . CAT. 359 


KAN 


en 


. 


gleichen Sot 27. Aë gl werden ai Es 
geuten. von oe bis ah Y qud 1 50 


Die sutz fo» 20% x. ober bie d 


‚9 


GE 4. Cre a6 werden die Gemen a 
Ze von A bis 90 TM ua Es 


Der de e Sr? x, — CRM 


sinis doas Y Ae ez — 1 — ke aci 
si sin, v. AGB werden die Sinus Verſus aller Wins 
kel angeben. 


Reha E Eee 
n und, „een in obige Verhaltniſſe 40 e BC, 


222 au N $79. XC 3 aoc ^re. Erna 3 
Dees HAC EE op, schlau 
be enge E inei? ava 
BP AT Ar 
tang, A 5 e = m oo 
dad MPO TA Du: 
An A (Lë Om er‘ dii 3 - 
2e ac PO a IG im Ki ax aß Cs 
12 Se EC? iN eir 
wach MOT d 


In dieſem Falle ift die Linie BP ſelbſt der Si⸗ 
"u$, 4% die Tangente, C'T die Serante und AP der 
Shea des Winkels 40 oder des Bogens AB, 

Hiernach wäre der Sinus eines Winkels 

A0 Rode reines mit dem Halbmeſſer 1 zwi: 
[den feinen Schenkeln befpriebenen Bogens 


\ 


Ver E 
dis Vi ven einem Endpunkte itd 11. 
auf den durch den Apfel 4 ges 
SACH Halbmeſſer C4 gefällte Perpendi⸗ 
det VB. 
Die Tangente eines. Winkels 405 oder 
eines Bogens AB ift der Theil Ander KA 
den Anfangs pn Er 1 geführten «nbegrángte 
Tangente AG, welchen die burg. beide End⸗ 
punkte des Bogen: gehenden Halbmeſſer 
zwiſch en ftd füffen. * Sail g A 
Die Secante ) eines Winkels 40 
oder eines Bogens AB ifi die gerade Line 
welche aus dem durch den Endpunkt z dieſes 
Bogens gezogenen undebfs an die durch den 
Anfangspunkt 4 geführte e verfäns 
99 Halbmeſfer Obeſtehet. j 
Der Sinus Seria ends Wiukels 408 ße ei. 
ad Bogens AB iſt ber Theil AP des Halbmeſſers 
40, welcher zwischen dem Endpunkte des Sinus und 
dein Mnfaugépuntte ved. des Bogens Hiegt, 
SIE none 


T Saa erttdvniig. ` SC? . 

Wird ferner aus dem Endpunkte RB, des Vogens 
AB auf den Halbmeſſer OD ein Perpendickel BÉ ge 
fällt, durch A eine 3 ite des u geführt, und 


— 


» Sé gie teigonpmetiiide © Ee, SN Secaute (t von, 
der van Wohl zu unterſchelden. Die geometria 
ſche Tangente und Secante ſind (Geom. $. 225) nube 
gtaͤnzte Linien; dahingegen die trigonomet riſche 
Tangente . Linien von beſtiminter 
Erbe ſind. 17 Or ` (af £1 N 


em a 


der Halbmeſſer OB ſo weit verlängert bis er ek Go 
gente in II trift, (o iſt (§. 185 
BE RR sin, DCD cin. D 


"DA == tang. Doch ck any, DB 7 
NH =# Eë, "DC — ssec. D 
DEE sim. Dog = Sin. v. DB. 


Da aber (Geom, $. 75) die Winkel ACB, 0655 
und daher auch die Bogen , SP Aar cei zu 
einander ſind, fo (t (9. 10 

BE = Y = Bin, ` DOB —e PM 4B 


DH — dang: DOB = ent, sch 
"CH. — sec. De e cosec. C? 
DE »ein. v. Doh = cos. v. ICB. 


Der SI eines Bogens ift alſo der 
i Sinus des“ Complements die ſes Bogens, 
und demjenigen Theile CP des Halbmeſfers⸗ 
40 gleich, welcher zwiſchen dem Mittelpunk⸗ 
te des Bogens und KS EE des S Wë: 
Héagi UI „AN 

Eben ſo iſt die irae GEIER und 

der Cofinus Verſus eines Winkels oder Bogens 
nichts anders als die Tangente, Secante und GE 

Sinus Verſus des Complements eben tags — 
ne oder Bogens. e eig 1,4 WW 
Alle die Linien, welche, wie B; ien „Ar x. 
m Sinus, Coſinus, die Tangente, und überfaupt die 
trigonometriſchen Bunctionen veprájéntiren fuhren den 
gemein ſchoftlichen Haan Se: en 
RINDE EIER: bg gen ni 

Man nennt daher wj bít gäe Dr ag Linie 
[TUAM den linearlſchen Sinus des Winkels 
ACB oder des Bogens 4g; hingegen die abſtracte 


— 344 — 


Zahl, welche den Sinus dieſes Winkels anglebt, und 
welche für den Halbmeſſer 40 = 1 durch die Linie, 
BP repraͤſentirt wird, den numeriſchen Sinus. 
Eben fo ift Linie 447 die linegriſche Tangenteß hinge⸗ 
gen die Zahl, welche die Größe der Linie 47 gegen 
E ëch Se numeriſche Tangente des Winkels Ach. 


; — $ 29. Zuſatz. 

JI Beſchreibt, man aus einem Punkte C. Fig. $ 
mit dem Halbmeſſer CA — 1 einen. Kreis ABD und 
aus demſelben Mittelpunkte mit einem andern Halbmeſ⸗ 


ſer C Y oder T. einen andern Kreis 4 und 


zieht an dieſem letztern die den trigonometriſchen Hüͤlfs⸗ 
linien B AT, BE ac’ ähnlich liegenden Linien BP. , 
ABE! ac) foc wird jede gie letzteren Linien ſo 
viel mahl großer oder kleiner ſeyn als die ihr correſpon⸗ 


dirende im erſten Kreiſe ſo viel mahl der Halbmeſſer 


AG; größer oder kleiner als 40 iſt. Deun wegen der 
Aehnlichkeit der Dreiede CPB, CP B, CA T, CA, 
CBE, CB ac. (. 358) "n 

BP mee Ga 0 d Ca Os 

un umi ue 35 

Wollen wie bitte ye gewöhnlich geſchieht, die Linie 
B'P'oen Sinus des Bogens 4 , die Linſe 477 
die Tangente des Bogens „AB! nennen 1c, 
fo muß, wenn die Große dieſer Huͤlfslinien beſtimmt⸗ 


- 


ſeyn (oll, nicht nur der Bogen AB" in Graden, Minu⸗ 


ten i6, ſondern noch überdieß der Halbmeſſer des Krei⸗ 
ſes gegeben ſeyn, zu welchem dieſer Bogen gehort; 
man ſagt daher: B ift der Sinus des Winkels 


ACB für den Halbmeſſer 40; BP ift der Gio) 


nus eben dieſes Winkels für den Halbmeffer. 


: e 
"ër Sin ve 


AO ze, Bei den numeriſchen Functionen deg Winkels 
403, welche für. den Halbmeſſer AG = hier durch 
B, All 36 angedeutet ſind, braucht die Größe des 
Halbmeſſers nicht weiter bemerkt zu werden. Ko 

Man pflegt daher auch die, die numeriſchen Funckio⸗ 
nen repraͤſeutirenden Linien BP, 447 1, den natürlis 
chen Sinus, die natürliche inge x. des Winkels 
ACB zu nennen, und bezeichnet fie durch Sin nat. 
ACB, tang. nat. ACB; hingegen nennt man die zu 
einem groͤßern oder kleinern Halbmeſſer gehoͤrigen Linien 
BP,AT" ꝛc. de n k un ſtlichen Sinus, die künſt⸗ 
lichen Tangente des Winkels 405, und bezeichnet 
ſie durch sin arto OB, tug. urt. A ac 


2 532 


$.21. Aufgabe.. 
Aus dem matíviiden Sinus, Coſinus 
Tangente ic. den kunſtlichen Sinus, Gott 
nus, Tangente ic. für einen ge gebenen Halb⸗ 
meſſer (r) zu finden, ek au 
» Und umgekehrt, aus bem für einen gewiſe 
fen Halbmeſſer r berechneten kuͤnſtlichen Si 


nus, Coſinus 1, den natürlichen zu finben, — 


Auflöfung- Erſter eit. ` Man multipli⸗ 
zire jede natuͤrliche trigonometriſche: Function durch den 
gegebenen Halbmeſſer, fo erhält man die Größe der 
gleichnahmigen küͤnſtlichen ide; - Es iſt alſo für dev 
Dalbmeſſer ri datt ür N e AN 

sino art. à s E, sin.» nat. oi 
o art, a — r , cos, nat. ei 
tang. artc , tang. nat. . 
col, art e 2 r.col-na 4; ice. 


! 


x 


— 8480 9 


Zweiter Theil. Man fudet jede natürliche 
Hüͤlfslinie, wenn man dle gleichnahmige kuͤnſtliche durch 
den ihr zugehörigen Halbmeſſer dividirt. Es ift NI E 


"wt li; "ern: Zart. O15 oot 

| e m ——— a 

so 8 "n THEE: diam zé ag (pe, 1 3 mark ' 
' sn cotta Pulsar Sat 
ui eg: nat. dë = ee . 
Ga isa Ro dun om 
än Hd rt Ki 

2 U bang. nat. " EM Lean e k ai 

sr. af Sale Katie, ap ADI. 

fm t cat. en Zen eet nl 

: cot. nat, De - = weg 
/ 293 Er er 
dé iu 5h 


Geweis. Es ſey dee ET ER Fig. 5 
=I, der Halbmeſſer c Sr, der Winkel Ache; $: 
fo. ift (§. 18) juni L 
I / sin. nat, ei. AT. — tanga nat, « 
"EP zs in. att, 4 AP zm fang. art, 6. 2 
dei if wegen, der Aehnlichkeit der Dreiecke CBP unb. 
CEP ` CA T und ai 


4 0 n Gu 49114 fik 


"BP: BP = OB: CB = RR 
insg 4 7. en 04 x Pi gH 
E "wi E 2 1 EK At 3 


së `" SMS Qi e sno n2»2:596 Bun; 
ein, nat, a: sin. art. 4 i 
flange nal. a :. Kg: art. Ern o tig 


544€ 302 tnn ^npdo ur AT ëng, DRITTER EN 
SH mp (Gem. & are % % „ „ 
sin. ar!, RT sin, a ei CS ! iC 


lang» art. e seat lang, nat. RT 
Aë und ME ams, nä 3 


sin, art. & 
nat, & = ns 
v». H Ty LE: v» 


— * 
E blinden Da Mr an obs UM EE 
. — at 4 ngia yt £t 


7 E « I au. 


AP w. 


mi d 1. 


he stai Toll den kan 
GG. 1 s 


E Winlels fir, den puteo 


20800 De: fo: ift 
eëth Ko das: $ E llo v Boeing = = oa, ` 


e m dieſes Mine für. den. Zeta 
10000000 il; 9979117 ac. Dr eun | t 2 ei D 12d 
27941 ihr " KC aet (ont 919 ax Ron $i TL [id "Mà 


E tio bas "oo ur EA GER HM e 5 


Eiue "tte bon Zablen, welche dle watch NS 
dung Halbmeſfer“ gehötigen ran ue 
für alle Winkel von 0° bis 90% 

nute oder noch genauer angeb e i man ein sid 
gonometriſches. Ne Das GES tria 
gohómetrifabe y enit if 15 dasjenige, welches für 
den Halbmeſſer — 1 betechnet ifts alle uͤbrige gett, 


MRS m i SH ee 
eben wi 


sn Fünferiche tuu Syſtem e. 


Düne n IA ni t13ii de? ang 

g Pi ; M AE gute" ipti 
20 EI n omi din 
Hat man m wahl bas met: trigono⸗ 
wettiſche Syſtem berechnet, ſo kann man (H. 21) Ice. 


* , ftia 


leicht jedes känſtliche Cipftem. daraus finden, indem man 
nur jede trigonometriſche Linie des natürlichen Sys 


ſiems mit dem Halhmeſſer des künſtlichen multiplizirt. 


Dieſer Halbmeſſer heißt alsdann der Modulus des 


, &pftemó,. zu welchem er gehoͤrt. In der Folge wird 
nur von den nidos trigouometrifdjeu Linien die 


I 


^ 


^ 
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Rede ſeyn, wenn nicht Sec Gegentheil, lee be: 
merkt wird. f 
9. % Bemerkung. y 
or 0 [A biet gehet peior. daß wir, 
Gier. im satt lichen als in jedem Fünfitichen ftem. 
bie irigonohtetrijc chen Hülfslinlen aller Wmkel bis ge" 
zu berechnen im Stande find, (p bald wir nur dieſe 
Aalen im natürlichen Syſtem für alle Winkel bis 45° 
berechnet haben. Aus dem Folgenbem wird ſich erge⸗ 
ben, daß man aus den trigondmetriſchen Functionen 
aller Winkel bis 90 durch eine geringe Modſſicatſon 
auch die Functionen aller Winkel über 90° erhalten 
dun. Bevor wir aber dleſeß zeigen können, iff, es nie 
thig einige Begriffe von ber. Mb den: T gegen, nib 
ander zu geben. d b 


Ste 


Les E Go? 
Aus der Arithmetik iſt bekannt, daß man bor. 
ES entgegengeſetzten Groͤßen jede beliebige derſelben 


als poſitid betrachten kaun, da alsdann die D 
gatio it. Stellen 1 ed d nad) umm og 


ne unbegrángte gerade Linle vor, und betrachten dieſe 
Richtung als poſitiv, fo wird die entgegen geſetzte Rich⸗ 
tung von Weſten nach Oſten negatlo feni Wir koͤnnen 
alſo dleſelbe Linie bald als poſitiv, bald als negatio 
betrachten, nachdem wir ſie in der einen oder der an⸗ 
dern Richtung nehmen. Setzen wir aber in dleſer Linie 
einen Punkt (eft, von welchem an die eine oder andere 
Richtung gerechnet werden ſoll, fo ift hierdurch ber pos 
ſitive und negative Theil derſelben beſtimmt. Nehmen 
wir z. B. auf der Linie AK Fig. 6 einen feften Punkt 
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C und betrachten alle in der Richtung 0 abge⸗ 
ſchnittenen Thelle als poſitiv, ſo werden die in der 
Richtung CK abgeſchnittenen Theile negativ ſeyn. Eben 
fo werden, wenn mie die aus dem Punkte O auf der Linie 
CD abgeſchnittenen Theile als poſitiv betrachten, die auf 
der Linie C“ abgeſchnittenen Theile negativ Tomm, 
Desgleichen werden, wenn man die aus 4 auf AZ 
abgeſchnittenen Theile als poſitio betrachtet, die auf 
A abgeſchnittenen negatid feym n. 
Stellen wir uns ferner vor, der Schenkel Cf 
Fig. 6; bewege fid) um den Punkt O als Mittelpunkt, 
von dem Punkte 4 aus in der Richtung AB und Be 
ſchreibe nach einander alle moͤgliche Winkel, 40 
CB" 3c ſo werden, wenn die Winkel nach dieſer 
Richtung als poſitiv betrachtet werden, die von dems 


ſelben Schenkel durch eine entgegengeſetzte Bewegung in 


der Richtung 4 BD, beſchriebenen Winkel tegariv feti: 


Haben alſo die beiden Winker 40, JC Dr eine glei- 


che Anzahl Grade, fo iſt AC fr — AB. Aus 
gleichem Grunde BCB == DOB, wenn die Us 
zahl Grade eines jeden dieſer Winkel von D an a: 
zählt wird. 8 ü d een 


d 130588 a 


i cir d Reale ai 


Betrachten wir nun alle trigonometriſche Linen 


der Winkel bis 90 als poſitſo, To werden die der grö⸗ 
Berg Winkel, welche mit jenen einerlei Lage haben, 
geſetzte Lage haben, werden negativ fun," ` 
Da alfo der Sinus PB pofito (ft, ſo werden alle 
vom andern Schenkel der von OA beſchriebenen Mine 
kel auf AK gefällte Perpenvickel poſitio ſeyn, wenn 


ebenfalls poſitſo, dlejenigen aber, welche eine entgegen⸗ 


* 
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fieimit:PB von einerlei Seite der LK liegen; Negativ 
aber, wenn ſie auf der entgegen geſetzten e 
we liegen. BE än, d" 

Der Cosinus des Winkels 40 oder ke Sims 
Des ‚DOB iſt vie Linie DI" oder CH und alle 
Coſinus fangen in einem Punkte N oder C. der Linie 
D an. Es werden alſo alle Coſinus, awelche mit 
B auf einerlei Seite der DO" liegen „, poſitiv, die 
auf der entgegen geſetzten Seite den Dit: liegenden abet 
ache een. 188% ( 05 ite zigt DU 

Die Tangente eiues infero. wird won der durch 
hd Anfangspunkt geführten unbegrämgten: Tangente 
abgeſchnüten . und für 40 T god in der Richtung 
A Jede Tangente eines Winkels, welche in derſel⸗ 
ben Richtung 4% fällt, wird alſo poſitip, und jede in 

\ der entgegen geſetzten Wehnen Adi. qui peru: 

win mark den n 

Eben fo tib, wenn. wir D. dere Anfangspunkt 

des Winkels J betrachten, die Tangente D dieſes 
Winkels oder die Cotangente des Winkels 40 poſi⸗ 
tiv, und eben ſo alle in derſelben Richtung fallende Cos 
tangenten; die nach der entgegen geſetzten Richtung 
DE" fallenden Cotaugenten aber negativ, 

»Die Secante und Coſecante wird vom Scheſtel⸗ 
punkte des Winkels oder dem Mittelpunkte des Kreiſes 
an gerechnet. dee werden poſitip ſeyn, wenn fte, wie 
bei einem Winkel unter gos aus dem Mittelpunkte G 
nach dem Endpunkte h des Bogens gezogen und bis 
an die Tangente verlängert wird, (o. daß der andere 
Schenkel Oh des Winkels Ah einen , Theil, derſelben 
ausmacht Die Sccante wird im Gegenthelle negativ 
fon, wenn le sem Efe d B des Bogens ADR: 


* 
A 


Së ! 
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durch den Mittelpunkt C bis an die Tangente 47" 
gezogen wird, fo daß, wie beim ſtumpfen Winkel AC B" 
der andere Schenkel CB! dieſes ER keinen Theil 
der Secante FR ausmacht. 


Hi + v MK E a eke Dr SUR 
en zwei Winkel ACH, Ach Pig. 6. 
einander zu 180 ergänzen, fo fin» ihre Si⸗ 
nus ſowohl in Anſehung der Große als der 
Lage einander egteich; die Coſinus aber zwar 
einander gleich jed och entgegen geſetzt, und 
daher der Cofinus, des ſtumpfen Winkels 
hegattv, wen der des eigen als pofitis 
a üg en om men wird. Er 
Beweis. Erſter Spot, Tr 
Da AC TAO 2 R und (Qeon. Ka 68) 
, LL B = R, ſe qb 
‚ACB 3p CB" = ACB" . TRY néie" 
ACH = ZK? den di. 3 


sin. ACB = 55 sin, 4CDB" = ue =... Da 


aber in den Dreiecken, BEP, B. CP" die Seite 
BC = BO, £4«BCP. — B'CP und / PA 
C H, dë Ko $. 84) 97 
und PO — Y, a ajo DL ER oder f 
sin, ACB = sin. ache; ; VES ba die Beiden Kinion 
BP, B, auf einerlei Seite der Linle AK fallen , fe 
haben ſie auch einerlei Zeichen. 8 

gellt Theit,. 2 (. E cr 


eina Së 0 ER KE 


zb, 
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^| nt 
Es == cos 40 und cr Gr um m AGB; 
folglich iſt e 2I = KREE 
AGB" c ACR. | 
Vezeichnen s nun den Winkel. ACB durch a, rr ift 
AIR" = 180° — u und daher Nine 
sin (180%, — 4) = aide 
cos (180° — u) — cos, LN S- 
Anmerkung. Das gra bei ftumpfen a. 
kels ACB" zum rechten muß in einem. ganz entgegen ge⸗ 
ſetzten Sinne als beim ſpiten Winkel genommen ‚werde 
Das Complement des ſpitzen Winkels ACB Fig 6 b 
der Winkel DCH, welcher zu eiſterem hinzu gefebt" wer: 
den muß, um den rechten Winkel Abb zu erzeugen. 
Das Complement des ſtumpfen Winkels Ach“ ift der 
Winkel DCB/, welcher von erſterem hinweg genommen 
werden muß, um den rechten Winkel ACD zu erzeugen, 
Beide Winkel DCH, DCR.“ werden einander gleich ſeyn, 
wenn ACH = ACB“; nur wird das zweite Complement 
negativ ſeyn, wenn man das A als gett tiv ef t. 
9 ag. Subs fagi. ' 
Werden alte E ts Fun 
tionen bis go? oder im erſten SATUS 
als poſitiv betrachtet, fo ift der Sinus und 
Coſinus eines Winkels zwiſchen 180 und 
270 dem Sinus und Coſinus feines Ueber⸗ 
ſchuſſes über 180 gleich, aber entgegen are 
Test. Bedeutet nehmlich « einen ſpitzen 
Winkel, ſo dr ein, (180° I6 wl e de sin, d 
cos. (180 LN = — "cos, d. N 
Der Sinne und Coſinus CH Winkels 
zwiſchen ade und 360* ift dem Sinus und 


| N ' 
Coſinus des ihn zu 360 ergänzenden ſpftzen 
Winkels gleich) nur find die Sinus dieſer 
beiden Winkel einander entgegen geſetzt. Es 
Tf nehmlich, wenn ew einen ſpitzen Winter 
bedeutet, sin. (360° — c) = — sim az 
cos, (3609. — d) ei cos, 4. dh 
Beweis. Erſter Theil. Es fty 4CD" 
Fig. 6 ein erhabener Winkel, worin der Theil BR 
AC = at ſo iſt ACH” = 180 K d. Faͤllt 
man aus B und 2 auf AK die Perpendickel BP; 
ZHP, und auf DD" die Perpendickel BE, B"E" 
fo find (Geom. $. 84) die Dreiecke CB, CB"p" 
congruent und ($.45 B"P' = BP; B"E" 

BE oder CP" = — CP, 


: aif BEP dy beet, op" s PES. 
P OB. ABEL TER 
Nun iſt (S. 3) ET QE 34 
OE ad EE ER ac Fa 
"OB sin, (186* + er CH 7 sues 
OI 


und ($..4) "Cg mm cos, (180° 4. 00 
c. cos. ei folglich iſt ) 
"ie ‘sin, (180° 4 eise — sin. «5 
cos (180 a) = — cos, 4. 
Zweiter Theil. Es ſey ACBr Pig. 6 
ein erhabener Winkel, deſſen Ergänzung. AC H zu 360° 
dem ſpitzen Winkel 408 = o gleich iſt, ſo daß 
ACG == 360? — 4. Faͤllet man aus Bir und D 
auf A die Perpendickel B, BP und auf DD! 
die Perpendickel B BE, fo ift ($. 25) 
} LvP = Le: BP, B]ꝙ?! E, 
3 E 


— 3 — 


"psp BE BHE, BE. 
und daher Bro 7903 890 e, 


Es iſt aber ($. 30 dës T = sin. (360 —.«); 3 


BPO H A e Bix“ : 50 
KR — sin a; P = mc cos (360° — a) 
B PC: 
vnd CHO ^" Bg cos a, folglich iſt 
u sin (360 — ei — — ein az 
cos (360° — el — cos d. | 
Anmerkung. Rückſichtlich des geichens hat man daher 
nut zu merken, daß der Sinus im erſten und zweiten 
Quadranten pofitiv, im dritten und vierten negativ WE: 
daß der Coſinus hingegen im erſten und vierten Quads 
en poſi tiv, im zweiten und dritten aber negatly if 


FS. 29. Zuſatz. 


Hieraus folgt allgemein 
sin (180% ＋ a) = — sin a 
cos (180° A 2. co N 
es mag e ein ſpitzer oder ſtumpfer Winkel ſeyn, b. [* | 
es mag ber ganze Winkel zwiſchen 180° und 270° oder 
zwiſchen 270 und 360° fallen, 


S H. 30. Zuſatz. 

Aus dem vorhergehenden folgt ferner, daß jede 
zwei Winkel, welche einander zu 360° ergängen gleiche 
Coſinus und gleiche Sinus haben, nur das ihre Sinus 
einander entgegen geſetzt find. Es ift nehmlich n 

sin (360° — oi = ein “ 
cos (360° — % == cos «, 


, 


ss Jak zm 
es mag o ein fpiker oder ein ſtumpfer Winker ſeyn. 
So iſt 3. B. : : X 
sin 290° = — win 70°; cos 290? = cos 70° 
sin 220? = — sin 140°; cos 229? — cos 140% 


F. 31 Lehrſatz. f 
UN Die Tangenten und Cotangenten zweier 
Winkel, welche einander zu 180° oder zu 
360° ergänzen find einander gleich aber ente 
gegen geſetzt; nehmlich 
a tang (180° — «) — — tang « 
cot (180? — «) — — cot a 
- "ang (360? — a) = — tang d 
) cot (360 — al = — cot. a. 


Beweis. Es if (g. 10 tang a m 14 


.cos A 


G und cot A Ss m Nun ift éch 27) 


7 


sin (180 — 0) — sin e 
Cos (1809 d = — cos & 


folglich if 
sin (1809 — 4 sin « sin e 
cos (180? — «) — — «cos a — co 
ober tang (180% — wi = — tang d ( 11)) 
cos (190° — c - cos 6 cos « 
' sin (1809 — ei mire "e? ETC NH 


oder cot (180 — = — cot a ($. 11). 

Eben ſo ift ($. 30) | 
sin (4609 — % = — sin 
cos (360 — 4 ess cos «- 


32 Zë | / 


— $6 - 
folglich aſe ) b 
sin (3609 — 2 N rudi $in & 
cos (300 — v) ` oe 605 
oder tang (300 — e) = — tang a ($. 11); 
cos (360° — d) co o, ^ cos a 
and sin (360° si ul zc Si e JP sine 
oder * ** 


eee (368 — ch — cot , 


$22 Zufch. 
* 


Ueberhaupt wird die Tangente oder Cotangente in 
allen den Faͤllen pofitio ſeyn, wo der Sinus und Kos 


ſinus zugleich „polig oder zugleich uegatio find, hinge⸗ 


gen wird die Tangente oder Cotangente negativ, wenn 
vom Sinus und Coſinus der eine. pofitio u unb der andere 
negativ ifi. `" DéI daher (§. a8) die Tangente oder 


Eotangente im erfien und dritten Quadranten pofitío, - 


im aan und vierten aber negativ. 


Dieß lehrt auch die Betrachtung der Figur. Denn 


es ſey Fig. 6 ACB ＋ ACB” 2 R und ber 


Winkel 40 B fpi, ſo ift G. 11). bang ACH. == 65 S 


hingegen tang -ACD" = Sach Denn da ACB". 


TS 


eln ſtumpfer Winkel, und daher C4 T--ACB' >2 R, j 


fo können (Geom. H. lag) die Linien 714, B. einans 
der nur a der entgegen geſetzten Seite in 1" fihneiden, 


und AT. dft die Tangente des Winke ACB", Nun 


— 357 ` 
T G. 2 SE e áp und daher 
10 | Se — AU» folglich iſt 
aug ACB" = táng SCH ) Ss 


Eben ſo H die Cotangente des Winkels 'ACB 
oder die ‚Tangente, des Winkels DCD dem auf. der 
durch D geführten Tangente abgeſchnittenen Theil DH 
proportioual;, „ die Gotaugente des Winkels 405 hiu⸗ 
gegen iſt dem auf der entgegengeſetzten RR Seite 
tenen Thell DA” proportional. 

Aehnliche Betrachtungen lehren, daß bie Tangenten 
ber Winkel zwiſchen Fs und 270%, wie beim erhabe⸗ 
nen Winkel 40. OH id ſeyn müͤſfen, weil die ihnen 
proportionalen Linien in der Nichtung 47 abgeſchnit⸗ 
ten werben, daß hingegen die Tangenten. aller Winkel 

zwiſchen 270° und 360°, wie beim erhabenen Winkel 

% g, negativ find, weit die ihnen proportionglen A⸗ 
"sen in der Richtung AZ" abgeſchnitten werden. 

Eben ſo iſt die, Cotangente eines Winkels zwifchen 
180% und 270? wie Ah pofitio , weil, die ihr, pres 
portionale Linie DH auf der durch den Süfongépuntt D 
des ihn zu 90?. eri gänzenden, Minfers DCH. ‚geführten 
Tangente in derfeißen, Stidtung DH. wie, im ien 
Quadranten iba: eſchnitten wird. De Cotangente eines 
Winkels ul 270° und 360% wie CB iſt nega⸗ 
tio, weil die Ar proportionafen, Linien durch den zwei⸗ 
ten Schenkel ERW des Winkels in der entgegengeſet⸗ 
ten Richtung, DH" abgeſchnitten werden. 


Anmerkung. Das Complement eines erhabenen 
MWinfels wie ACB/4 muß eben (o beim ſtumpfen Win⸗ 
kel ſubtractiv genommen werden, und if alſo der Win: 


1511 
H3 


^ 


à ee Ban c 17 
fel PCB, welcher von dem gegebenen ACB““ hinwegge⸗ 
nommen einen rechten giebt. Die Cotangente eines folk 
chen Winkels Ach“ iſt die Tangente des Complements 
DCB// und der Linie DH proportional, welche von bet 
durch den Aufangspunkt D des Complements geführten 

Tangente durch den andern Schenkel CB“ abgeſchnitten 

wird. Eben fo ift der erhabene Winket DCB!V dad Com⸗ 
plement des erhabenen Winkels ACBtv, und bie Cotan⸗ 
gente dieſes letztern oder die Tangente des Winkels DCBIV 
wird vom zweiten Schenkel CDI dieſes Winkels auf der 
durch D geführten Ce in der Richtung DH“ abge⸗ 
(mitten, dim ys aud 
s . 33. Zuſatz. 
Aus dem Vorhergehenden folgt : 
* tang (180 + d) = — tang (180° — e). 
REP. — tang a“ 
E (180? Lei = — cot 68000 — a) 
Wen ech 
o 3 5. Na di 


5. 823 


TESI 


; "Ga Lehtſatz⸗ 
; Wenn zwei Winkel einander zu 180° er 
EE fs ſind hre Coſecan ten völlig gleich; 
hre Secanten aber ſind zwar an Groͤße 
gleich, aber entgegen geſetzt; nehmlich 
: coséc (180°. — «) = cosec « ve 
sec 88 — u) u see [^ 
Wenn hingegen zwei Winkel einander 
zu 360 ergänzen, ſo ſind ihre Secanten 
völlig gleich, ihre Coſecan ten aber der Große 
"ad gleich, jedoch entgegen geſetzt; LE) 
sec (360 —w)—secu 
cosec (369? — o) zz — cosec e. 


— 35 — : 
Beweis. Erſter Theil. Es it Dag 


sin (180° — a) = sin a; 
(^ "cos (180% — a) = cos «; 


and daher Etage Ee 
; Af 15 
sin sin (180° — Dis sin e i 
1^ "e fo 8 ^ 


——— «X — 
cos (180° — e) cos « 


lad. EI 


" "4 
I dt 
cose > — 4. 
sin. (1809 — ER 
: Ges ch ) 
H : - = cosec . 
| sin d ) 
850 — u — a 24 
ik cos 90 . 25 D 2 pv 24 EC! d in 152 4 
iii^ Tras SU TO EU D 
` 55 n4 eor a. 59» En TED 9 IZ solis 


eum HESE eech X We 
eösec "186? — al = cosec EK 
sec (1805 - 2909 sec [3 Ls 


jm Hagig uM uu 


"jig Me Kai eil es Aft (G. 88). TM o 
e T$ org (3695 — Ini (e) EC Uu qp a are a 
C08, » (aoo: 60 — W cos SI moti 


81/71 


e At 


Una V Wer p 171 7 
und daher "ed? 2 5 
kd Ak A: DS RSR 233 ert: 
‚sin (360°, — a) sin «^ 
Vie Di i jT I ui X 
dames cos (360 — al 0 . 
^ 


Nun IG, 12) 9 232 191919. Als 6 


ii KA 


Ii RER NT 
V cose o* ? 
sin (360% 1 * e. (a6; sor 


Bang ana 
c US 
SM) s — os c ; 1 
j See, . — — 
R y * OCH " SL es 
—— E—e—ü— MÀ ge 80 AM 
SW Ge nre Geh c ds 
A 220) I er n». Mein 88 
— dec a. 
; 4 dt ) Nein 
folglich iſt Ke Y E 
EI (6 ai ez: $éc Y nm 
coséc (360° — el zx — cosec ej 
5n. 229395,-7 " x 


HAAN 


$. 35. Sufaf. 


Da der Werth der Secante lediglich von dem des 


. Eofinns, der Werth der Coſecante aber von dem des Si⸗ 
nus abhängt ($. 12), fo wird die Secante in allen den 
Fallen poſitiv oder negativ ſeyn, wo der Coſinus poſi⸗ 
tio oder negativ iſt; die Gofecante aber wird mit dem 

Sinus Naß oſitlo oder negativ werden. Es wird 
daher (§. 28) die Secante im erſten und vierten Qua⸗ 
dranten pofitiv], im zweiten und dritten aber negativ ſeyn z 


die Coſecante hingegen wird im, erſten und zweiten 


E 


Quadranten pofitiv, im dritten und vierten aber nega⸗ 
tiv ſeyn. FA Wa 


Jo zm (o - *O60r 3 05 
Dieß lehrt auch die Betrachtung ber Figur, wenn 


man erwägt, daß die ben Secanten proportionalen Linletr 
vom Scheitel des Winkels an auf dem als beweglich 
gedachten Schenkel abgeſchnitten werden und poſitiv ſind, 
wenn dieſer Schenkel einen Theil derſelben ausmacht, 
negativ aber, wenn ſie in eutgegengeſetzter Richtung dieſes 


7 


— 2Ét — 


Schenkels fallen. Iſt nun ACH Pig. 6, ein, Winkels 
im erſten Quadrauten, alſo ein ſpſtzer, ſo. iE (. 18 

07 der Secante dieſeß Winkels proportional, und ‚zus 

gleich auf dem (andern Schenkel dieſes Winkels ſelbſt, 

Iſt Ach eiu stumpfer Winkel, ſo werden die. Linien 

745 ch C einander unterhalb In. 4“ schneiden; die 
Secante C dieſes Winkels iff nunmehr nicht auf 

den zweiten Schenkel) OB" des gegebenen Winkels, fons 

dern auf deſſen Verlängerung in der Richtung BO ges 
— AE 


nommen und daher negativ. s. — n, (8 3 Ba 


5 Die Cofecante des Winkels n iſt dan Linie; 


C proporcinal mud liegt auf dern. gudern Scheulel des 
Winkels ſelbſt. Die Coſecaute des fiumpien., Sii feld 
ACD ift der Linie CH proportional und liegt eben⸗ 
falls auf dem andern Schenkel CB" des Winkels 40. 
ſelbſt. Sie if alfo ebenfalls poſitiv. Aehnllche Bes 
trachtungen laſſen ſich auch beim dritten und vierten 
Quadranten anſtellen. 


§. 36. —Zuſatz 
Aus dem Vorhergehenden folgt 
sec (180° Lei = — sec e 
eosec (180 A) — — cosec CN 


$. 37. Le hrſatz. 

Betrachten wir alle Winkel, welche durch 
die Bewegung des Schenkels OA Fig. 6 von 
dem Punkte 4 aus in der einen Richtung 4 
eutfiehen, wie ACB als poſitio, und daher 
($. 27) alle Winkel nach entgegen gefegter - 


Richtung wie ACBT als ec pec ue bus 

JC Dm = AGB = , fo in 

sin (Qa) mio eis 45.008 débit cos d. 
tan ele pets cot (-) - ,b wm ` 
sieh (Ay e a; eos ou cóseca. 
Bewels. A (. 25 Bp = ae? fe iſt 


„ iſt nd ng me 


sin (— u) d BP eine, n 
5 fetaticy iſt sin ( a — sin a. 

Eben fo wird der Babes von den 1 Sne 
des rm geführt, ` : 


En Ia 


B 


Zweites Kapitel. 


Von der Berechnung der trigonometriſchen Func⸗ 


tionen und der Vergleichung derſelben a 
' — 7 uhter einander. 


8 " t 8 = 
823 i Yemen A : — 


ul 


. 2 5 F. 38. Aufgabe. 


d. dem gegebenen Sinus und Coſinus 
zweier Winkel , 8 den Sinus und Coſinus 


ihrer Summe oder ihrer Differenz die inc 


Auflöſung. Es t(t a En 
I WR. e d vcl eL eor oci 
eng fe Ag) Ss cos u eb g - ain e sin Pe e 
pur (« = A = sin à cos g — cos a sin B. 
cos ( — 5) == cos «608 B + sin d sin d 
Beweis. I. Es ſey Fig. 7 ABC zs, 
DhG — B und daher 4BD = f — Man 
falle aus einem beliebigen Punkte E des außerſten 


— 304 — ) 2 a 
eiat DI af jeden der übrigen einen Perpendicker 
EF, EIL, und durch den Punkt F ziehe man 76 
f der EH und FI der AB paraltel: fo ift ($. 3) 

EH HIN EI FG LEI 
day cx «d Aene Du E 
FG, 
“ter a 
es D sie fe din TEE Y. 
; e SER e 
Y 33 Co I EF. eos FEI m EF co "m 1878 
weil in.? Ga gen p, 1 — der Z BRN 
= ERF, Ke K „= R und daher 
Sam. $ : = FER = kn ch folglich ift 


—— — 


sin et 


— 


Nun (t (F. 8) 2 cos » bäi E aen 


folglich (ft AUS 1 j 
auniysd in u 11 d 5 K : 
uo song fk cos: wisin! Bg. f * d 


SE 18618. 
Ferner ift C08 y = 79 75 = ee 


e b air ig $e 34 


„ BO, BF cos?o; Hs — Lr sii 43 dh i | 
fof " i SE on | 
fola d iſt BF ru "di 

0 A A Pis: KEEN 


pe 3935 — 


Da aber (F. 89 A 


BF EF 
BE 09 Bamb v = sin Br ſo iſt 


008.7 z— cos Gei + f) bos a ës f ein a ein: 


II. Es ſey Fig. 8.480 = = , CBD = 5 und 
daher A y — 6. Man fälle aus einem 
Punkte E des lnnerha ligen. Schenkels BD auf 
jeden der andern Schenkel einen Perpendickel TI, EH ; 
führe durch 7 der EH 15 Parallele FG 5 A durch 
Si der AB eine Parallele EI: ſo iſt 


vin p mm ein (d P) e E 


G 
— m5 — uis Da aber (F. 9) "ch 
Me d d is ES ee} 
weil EFI E IFB:— R = IEB a, und Dis 
her EFI = a: ſo iſt auch 


EF 
£B5 


d 


B 
pn CES in cos 0. ^ 


Nun iſt v Gi 


I» == cos g und ER in D 
folglich ift 
ein y & ein (a — B n! 
REN A ah 7 
Ferner E | 
BG --GH BG CH EI 
AE Nis EB 


COP y ze d 
d EP EB 


1 — 366 — 
Da aber BG — BF cos « und EI — EF sin a, 
ſo iſt 

en y = D cos E sin ei 


ZS 
oder, weil ($..8) 777 D = cos f unb D = sinß, 
cos y == 608 Ier f) = cos « cos B shine inf 


9.39. Zusatz 

Aus dem Werthe für sin ( + D) folgt, wenn 
wir B ſetzen, ‚sin (a + 4) — sin « cos a + 
sin d (cos « oder sin 2 « ze 2 sin u Go e: und 
aus dem Werthe für cos (« -]- £) folgt, cos 2 « — 
cos? o — sin? o, Wird ferner deen AC geſetzt, ` 
fo ift Ó 
DEE dao a E 

sin oe Cosi o — sin? & ＋ 2 sin d cos? « = 
3 sin d cos? « — sin? à und 
cos 3 % = 008? «a — 3 C d cos a. 

und eben fo kann man den Sinus und Coſinus eines 
jeden ninfapen Winkels finden. 


g. 40. Aufgabe. a 
Aus den gegebenen Tangenten zweier 
Winkel , 8 die Tangente ihrer Sunn 
oder ihrer Differenz zu finden. 
Aufloͤſung. Es iſt A 
fang a tang f 
‚tang Le +9= — 


und 
tang o — tan 


tang (. ng a. hf, 


Beweis. Es iſt OO. 11) —— 
tang ( ＋ pP) = nen, EE p wies 
Da aber (§. 38) 
ain (a + B) ein u cos f Lets e sin 8. 


unb cos ( Lë cos d DER — sin a sin: 8: 


ſo iſt 
" sin e con. B E Gon . 
tang (e ＋ 0 cos « cos B — sin .a Sin G 


Dividſren wir Zaͤhler und Nenner P Bruchs durch 


8 


cos & cos B, und erwägen, u = a ang c, 
sin 8 
TB = tang, CO ſo ift 


cono inier c 
Aus gleichem Grunde iſt E: 


e sin d eps GE 
ta — LS BL, 
5 (« = cos « cos B + ein « sin g- 
—kang a — tang 8 


1 lang a lang 8. 


H. 4. Zuſatz. 
Setzen wit in dem Werthe von ang ( Dr. 8) 
ben Winkel 8 — a, (o ift 
'2 d 


ta, 
Cdi dore m 


du ax 


À $. 42. Zuſatz. 
Auf gleiche Art wie in (S. 40) findet man 


dot (a + 8 E €. — D 


1 


LS 


1. e 
5 r'eót, e, cot g EX 
cot (c — A "cot B — cot « — cov 
Dieſe Reſultate laſſen fh auch aus den Formeln des 
H. 40 herleiten wenn man erwägt, daß S. YIN ud 
o since 2 12 co? e um 
VE E rara Arm i 
dos gw ‚sin ee) 
eat o Ss ne Se Lm ps tange? 
Denn 46 iſt 75 939. 37993 ul 
en ges KE DES "käng ë 
eg * 
rang Le i 70 7% äeren es 1 H woe 
Alk r 1 fang lang p, 
(ot Xe DIT „ ta - dang « + tang ` LI 
und dividiren wir Zaͤhler un Nenner durch 


tang a. EE 2 bit a e 
L4 T 1X : 3 

got (a Aaen ET e * 
m DOS a dE om 


dang. tang d dang "« 


cot . cob B, — 1 
- 2 i a 
ke cot B ＋ cot « 


Eben fo wird bei den ubrigen Fallen verfahren; 


K. 43. Aufgabe. ) 
Aus dein ‚gegebenen Sinus und Coſinus 
eines Winkels « den Sinus und Coſinus 
der Hälfte dieſes Winkels zu finden. ; 
Auflöͤſung. Es iſt e 


E E e GONE AE 


Ew dug. Pe 
E» cos Lage WA 
Beweis. Nach (F. 39) ift v 


cos 2 & == cos? o — sin? «, und daher 
cos € = COS? Ä « — sin? 3 d. 
i Da, aber (§. 160 C & a = 1 — sin? i « 
ſo iſt | 
cos ge z p sin? loa — sin? A & 
= 1 — 2 cms I u. H 
alſo 2 sin? À « — I — cos a und 
$515. 1 — cos « 
7 ? 2 x — 4 
sin? Ä ass rm ——5 


. 2 
folglich iſt 


" 


mem y (Ene) 


t Eben fo dft, wenn wir in der Gleichung 
cos « 5x cos? 3 « — sin? k « anſtatt sin? X a. 
deffen Werth, „1 — cos? 4 « ſetzen, 


cos ess c08? 43% — 1 + 008? $ a 2 cos? 1a — 13 


und daher i 
D 8 
& cos? T A — t -]-cos 03 cos? X « x Lb 


folglich cos X & z w^ es. 


Dieß lehrt auch bie geometrische Betrachtung. Denn 
ez ſey Fig. 9 A z— e irgend ein mt dem Halbmeſſer 
CA beſchriebener Bogen. Wird dieſer im Punkte N. 
bhalbirt und der Halbmeſſer CN gezogen, (o wird dies 
ſer auch die Sehne AM in Q halbiren, und es ift 
G. 18) AQ ein Än Se Ä Ah; 

CQ a cos ia me} AM, 
2 


DG 


M 


H 


V 


öder, weil es e Lk cose 4 = ($. 15) 


bach cs da Ve së? ee cot e 


— 370 — 
My = in a, O cos , Nun iſt (Gepm. $. 46» 
VEM E P ck AP: oder, da AM: = 2 sin 4% 
und AP ee " 
4 sin? za = sin* «+ (t — cos ef K 
= sn? + 1 — 2 cos & * cos? «5, " 


P sin? Zum=2— 2 cos a; folglich 


N TG — 1 SCH "ec 
folglich is (s 
ein 2 = RR ec ‚eos cos ei m 
Eben fo ift 4 M* = Q nes — Mp: 4: 


oder, weil C = cos Le 
4 cos i-a = sin A + (x A cos "e? 
= sine G i 2 cos d 4 005? « 
N 2 ＋ 2 cos d : 
folglich Ss 
ee 0. c 2 4-2 c5.« m ＋ cos % 
4 K 2 


F. 44. Zu fat ) E 


Aus deim Vorhergehenden. ſolgt, daß bit Sinus uli j 
gend eines Bogens AN der Hälfte der Sehne AM des 
doppelten Bogens ANA gleich iſt, und daß umge⸗ y 
kehrt bie Sehne irgend eines Bogens AI dem doppel⸗ | 

ten Siuus des Bogens AN der Halfte von ANM 
gleich iſt. Man kann daher ſohald die Sinus bekaunt | 
find darnus die Chorden beſtünmen, viia umgekehrte — 

| 
[ 


. 3 f(t alſo überhaupt à 
kin eom A eliord 2 e; chord,2 « == 2 sin LS 
45. Zuſatz. 
Aus sin 3'« m ^ (m — — 3 und 
? e 
2 5 «os 3 . IA) 
folgt ER ) 
n * * 2 ˙— — 
5 8 : 
(r—cose) csg). „G. cb 
E * "CD ces 6 Se v.a ＋ cos 9 
75 dase 
: EN 1 T cor e 
Anmerkung. Da man aus dem gefundenen Gimug 
And Geng der Häiſte eines Bogens wiederum den Sie 
Y nus und Coſinus der Hälfte dleſer Hälfte oder des vier⸗ 
ten Theils vom gegebenen Bogen beſtimmen kann, und 
1 "fo fort, fo laͤßt fi aus dem gegebenen Sinus und Cos 
ſinus eines Bogens, der Sinus und Coſinus eines 
GBeogeus finden, welcher E, 3, , d 1. des gegebenen 
enthalt. f * 
8 8.46. Zu ſatz. 
Wir find nunmehr im Stande bie trigonontetef« 
ſchen Functionen aller Winkel zu berechnen. Es bewe⸗ 
ge ſich der Halbmeſſer CI — 1 Fig. 1. um den Punkt 
herum, und beſchreibe nach einander alle moͤgliche 
Winkel: Ip faͤllt, wenn nod) der Schenkel CH auf OA 
liegt, der Punkt B auf und mit dem Endpunkte 
B des perpendickels zuſammen. In dieſem Falle (t 
Bp == o, eben fe wie ber Bogen „AB oder ber Mine 
FERN, 


H 


vhi 


— 


alſo 


SE aa 
tel ACB in leg Bie = oii. Gem we ES A 


Br. o 
p — — 36 = 0. Oder ) 
ein o? — o. 
Di Kine OP nähert ſich deſto mehr EH EE 
meſſer CA, je näher der Punkt B gegen A rückt; und 


wenn B mit zuſammen fällt, wird C — CA= . 


CB; bag 7055 B3 oder : f 
|. €0s o ze yy 
Wenn der Schenkel CB fi id der Lage CD und ale 
fo der, Winkel ACB dem rechten nähert, fo kommt auch 
die Linie 8 dem Halbmeſſer CD immer näher bis fie 
bei 90° mt CD zuſammen fallt. In dieſem Falle ift 
Er ES 55 — 1. Der Sinus nimmt alſo 
von oO? bis 90° immer zu bis er bei 90°. ber Einheit, 
oder in einem kuͤnſtlichem Syſtem dem Halbmeſſer gleich 
wird. Die Sinus aller Winkel bis 90° find alſo achte 
Brüche, weshalb man den Sinus von 9o? aud) den 
Sinus totus oder ganzen Sinus nennt. 
Die Linie CP wird deſto kleiner, je mehr fid) ber 
Winkel 405 dem rechten nähert; und wenn der Schen⸗ 
kel Ger: Là CD zuſammen fallt iſt Cy = o, folgich 


auch ES zez o, Es iſt alſo 


sin 9o? — 1; cas gen — 0, . 

Wird der Winkel 40 größer als ein rechter, fo 
nümmt ſein Sinus wiederum ab und wird deſto kleiner 
je mehr fid) der Winkel 405“ zweien rechten nähert, 
bis er, wenn der Punkt B" in 7° (Gr, wiederum 
= O wird. Der Coſinus des ſtumpfen Wheels nimmt 


von oer bis 180° wieder zu, fit jedoch nehatid weil 
(F. 27) alle Coſinus- im zweiten Quadranten negativ 
werden, bis er bei 180° ber negativen EI? gleich 
wird, fo daß : . 
sin 180% 2 o; cos 180? zm — X 
Durch ähnliche Betrachtungen findet man 
sin 270 — — 1; cos 270? — 0 
sin 300 z oi cos 300? — Ir 


$ 47. Zuſatz. 


sin & RER 
Da (S. IX) fang e = erg 


— 


2 ²˙ Ä—I—s 2 WT v 
* 


' 


9s — ES 0j oo Le KR 
(F. 12), fo folgt tang o ch D 


RE 


tang go? F E e ER 
(wo das Zeichen 6o eine wende Größe bezeichnet) 


tang 180° FETT Set 180° — Te =—» 


ET e E HEEN 


: . —0 ; 
tang 270 = zz 095 cot 270? —x GES [6) 
1 


Br K ı 
— — * 9 — ———— 
sec 8 = 1, sed" mm 


1 

—o 

1 
| SE UN 
dec 90 i cose 9° = —— I 
D o Cerne ; 
} Y: 5. ER 12 
Sec 180° ij cosec 1805 Gen Lo 
ET 
dee 270 = 


| Dieß lehrt auch die Betrachtung der Fig, 6, 
| Denn wenn der Winkel AOB ſehr Hein ift, fo nimmt 


jn » 
— D C Das schen —— 1 
Re 210: 252077. 


die Tangente AT, ſo wie die Secante C immer 


3 D 177 aa 


mehr ab; wenn CB mit CA E faltt, oder für ` 
ben Winkel 405 — o ift An = o und CT = 
CA == 1 Nimmt der Spitze Winkel ACB zu, fo 
wächft feine Tangente 4% und Secante CT, Wenn 
ACB dem rechten febr nahe iſt, werden Tangente und 
Secante ſehr groß ſeyn; und wird 405 — 909, jo ſind 


- (Gron. §. 113) CB, AT parallel. Man kann fib ih⸗ 
ren Durchſchuittepunkt in keiner endlichen Entfernung, 


denken, und jede derſelben ijt alſo unendlich groß. 


Die Cotangente DH, fo wie die Coſecante CH 
des ſpitzen Winkels ACB werden deſto größer je mehr | 
der Winkel ACB abnimmt, und deſto kleiner, je mehr 
ſich dieſer Winkel dem rechten naͤhert. Wird 40 — 0, 
fe find DH und parallel und alſo unendlich groß. 
Wird 405 = 90°, (o it DA o und CH —. 


CH = 1. 


Wie der Winkel 40 einen rechten überſteigt, m 
die Tangente 47 wiederum eine endliche Größe, wird 
jedoch negativ, und nimmt bis 180 ab. Eben fo ihre 
Secante GI ($. 32). Bei 180% iſt wiederum die J 
Tangente AP” — o und die Gecante C“ =) 
CA — - (. Ze) t ; 


Die GotangenteD 72" eines ſtumpfen Winkels iſt 


, negativ (F. 32) und eine deſto größere negative Größe | 


je mehr fid) der ſtumpfe Winkel zweien rechten néiert, 
Hat er 180° erreicht, (o iff die Gotangente DA” — 
dem zweiten Schenkel CK parallel und ée unendlich 
groß, jedoch negativ. 
„Die Coſecante CH” des models Winkels Ich. 
WE positiv ($. 35) und wird deſto größer, je größer den 
ſtumpfe Winkel 405. wird. Hat er 180? däit 


. 
, Pu 


* A : . r 
by e gn ca i n 
- fo iſt die Coſecante der Éire DH' parallel un 
daher unendlich groß. 
Aehnliche Betrachtungen beſtäͤtigen auch die oben 
aufgeſtellten Saͤtze für die e Dune 
eines GER von 270. ? 


$. 48. Lehrſatz. 
Der Sinus eines Winkels, von 30° i ſt 
5 und cos 30. = E V. 3. ER) 
J Der Sinus eines Winkels von 455, e 
Va E mV. iym 2 07071068, unb chen 
ſo groß if auch der Coſinus eines, Wins 
tens von 45% 2 KM 


Beweis. Erſter Theil. 2i 6 en 
6% 3 % = co a m J rine cos bh if, 
wenn wir 3 « — 90° und daher « — 309 ſetzen 


cos go? z— Q — cos & — 3 in d cos ei 
oder cos? « zi 3 eins d cos ei 
und wenn wir durch cos c dividiren. : 
008% u — 3. sin? d. — 4.50? a, — sin? a; 


folglich cos? e ＋ sin? a 4 sin? e 

Nun iſt D 15) co w -]- sin? Iz folglich d 
ER : 4 sin? ess 15 alſo si «em Tuum. 
N \ » 
2 und daher e 

dru dn get , K do . 


Zweiter Theil. Da (S. 43): 


sin Le =, (SE, 
ſo dt, wenn wir i 4 == 4859 und. daher e — 9o^ 
ſetzen 


— 376 — 1 
SNO „e do: U* 0 
gear e WS 


sz N E 9707106781186. 


Eben fo iſt m 43). 
/ d 0 
co 4g = y Ie eris exon 
RÄ "SS v4 KÉ e 
Dieß läßt fid) auch forgendermaafen darthun. 
I. Es ſey AB Fig. 6 ein mit dem Halbmeſſer AC == x 
Daene Bogen von 309, — Man nehme A 
A und ziehe BB; fo enthaͤlt der Ke) BABY 
60° und es ijt (Geom. $, 209) BP — A BBW und 
auf CA ſenkrecht. Da aber (Geom. 277) BB. —CB, 
als Sehne ER Winkels von 60°, (o-i(t BP= SS, 
LC 3 
N und daher uc E = · Run ie . 30 3 


dA ACB — 3c folglich ift 


sin g0° = = I; cos 30° = yü- 
cW Äis €. 

II. Es dëse der Winkel 40 Fig. 6. 45% 
Man nehme den Bogen AM — AB und jlebe BBw 
unb CB: fo ift der Winkel DC Dn — 90°, Ferner 
it BBw = 2 BP, unb daher BBW] = 4 B. 
Nun iff auch BBs — O 4 Bugs — 2 BC*; 
folglich ift 5 ; 


( 2. 
4 AP 2 208 ab Ss EN: 
fogli DP. = ein 48 V 1 N. 


(4 


es 3H — 

F. 49. Zuſatz. 
Aus dem Vorhergehenden folgt: 
ang 36. ex de E 


tang 45* — ER act 1. 


$. so. Aufgabe. 


Wenn bie Sinus unb Gofinus aller Wins 
kel bis 30° berechnet ſind, daraus die Sinus 
und Coſinus aller Winkel bis 45° zu finden. 

Auflöſung. Es iſt 

sin (30% +.) = cos B — sin (30 — P) ^ 
cos (30° ＋ 8) = cos (30* — 8) — sin f. 
Setzt man alfo 2 — 1, 2, 3 . bis 15°, fo kann 
man den Sinus unb Coſinus eines jeden Winkel zwi⸗ 
N ſchen 30° und 45° finden. Z. B. 
sin 38° = sin (30? -|- 8?) = cos 8 — sin 22% 
cos 38 — «os (30? . 8?) = «os 22? — sin 8% 

Beweis. Da ($. 38) 
eien (30° Lass sin 309 cos ß ＋ cos 30° sin v 6 
sin (39° — DE = sin 30° cos 7 —.c08 Sie? sin g 


. f ift 


A 


sin 685 a f) + sin (30° — f) 
== 2 sin 30? cos ge 
Da aber ($. 28 sin 30° == X und daher 


ein 30° = 1: fo ift 


ES gin (30° 4s 8) - sin (300 — 8) = «os B 
folglich sin (30* -]- 8) zx cos g — sin (30° — 6). 


8 7 s * 


Eben ſo iſt (§. 38) 
0 (309 — f) ==. c 30?" cos 9 4. sin do^ sin ® 
cos (30% -p B) == €08 30° cos f — sin 30? sin fj. 
Ziehen wir dle untere Gleichung von der obern ab, foit 
cos (309 — ). — cos (30% E)) 
= a sin 30° ee / 
flait a | | Pet 
cos Gen + 0) 9. cos (30 — p) — ein fa 


ER D 
D 


/ $ st, Suter 


Wir brauchen daher nur die Sinus und Gt 
aller Winkel bis 30e zu berechnen um daraus die tri⸗ 
gonometriſchen Functionen aller Winkel zu finden, und 


: hierzu dienen uns die in F. 43 ausgedruͤckten Regeln. S 


SÉ ſetzen wie in ben, Ausdrücken 


I — cos E Con e 
sin i 4 v^ Lon cos da mc Ze A 


ben Winkel zm 45^, uud daher: G. 48). 

cos c. — 9,707196781186, ſo findet man 
sin t 9 31/17 0 == 082683432368 
cos Kee 009422? , 30° =, 0,92387953251t 


Gehet man von dieſen letzteren Werthen aus, ſo 
wird man vermittelſt derſelhen Formel zu den Werthen⸗ 


Len Aën 
2 2 d ^ 
sin 2 789 sin DS, 15° und 

R an? * of 


€08 — 


gelangen. Aus biefeit letztern erhaͤlt mai 


==: 008:11% 4 Gi 


y! 


Y 


... ˙ ˙—mm5 3... 


HM 2 


Fund 


— 7 — 


eee. = sin e a do und 


0 4 Dirt 
m ann She gp 94. , 


Aus dieſem findet man wiederum 


ni ; 
in EEN = afp, 3, 48^. 48^ und 
cós EA 37 ^ dou | 
2 


N cos 


cos ab. 38^. 45%; 


und wenn man fo ſortfährt jeden. Winkel oder Bogen 
zu halbiren, fo wird man den Sinus und Coſinus eis 
nes febr kleinen Winkels oder Bogens erhalten. Bet 
der vierzehnten Halbirung des rechten Winkels gelangt 


man zu einem Bogen, welcher aiat. Duadiaits 


ten ausmacht, und die ſer Bogen iſt ſo kein, daß er mn, 
den erſten zwölf e von SEH Sinus: nicht 
untzeſchleden iſt. (Se RW 


NIS GC? 52. Zu ſatz in i 
| Stellen wir die durch die vorerwaͤhnten Halbirune 


^ gen berechneten Sinus und Coſinus zuſammen, und be⸗ 


rechnen auch bie correſpondirenden Tangenten, ſo werden 
wir finden, daß die Differenz zwiſchen Dem, Sinus und 
der dazu gehörigen Tangente deſto kleiner wird, je kleiner 
der Winkel wird, und daß daher der Sinus und die 
Tangente eines ſehr kleinen Winkels erſt etwa in der 
zehnten oder zwölften Dezimalſielle von einander ab⸗ 
weichen. Dleß erhellet auch aus Die, 6. Denn es (eo 
Ahh ein mit dem Halbmeſſer 40 1 beſchriebe⸗ 
ver Kreis, BBA die Seite eines darin eingeſchriebenen 


regulaͤren pages BCB* der dazu gehörige Centri⸗ 
winkel. Faͤllt man nun OP auf B ſenkrecht, und 
errichtet aus 4 den Perpendicel TT, «fo, ift dieſe Linie 
die Seite des correſpondſrenden umſchriebenen Polygons. 
Ferner it. BP = $34 CB = H, und AT 
= tang AE = i TT Nun Lé ift die Diffe⸗ 
renz der beiden lien pp", Rëm deſto kleiner, je klei⸗ 

ner BH, oder je kleiner der Winkel hy wird. 
Den fegen wir BB = a, Le, = A, fo df 


cori. $. 469) A een a) ‚De Nen⸗ 


ner dieſes Bruchs naͤhert ſich deſto mehr der Einpeit, 
je mer 4 a? abnimmt, oder je klelner & ift, und des 
fio mehr nähert fí der Werth von o dem von A, 
oder deſſen Hälfte B der von AT.“ Da nun 
(Geom. F. 400) der Bogen BAE «7 T T" und 
BAH > BBM, und daher der Bogen AB T AT 
und AB > BP: fo muͤſſen, wenn der Werth der 
Tangente und der Sinus eines kleinen Bogens AB in 

einer gewiſſen Anzahl ihrer erſten Ziffern einander gleich 
ſind P dieſe erſten Ziſſern zugleich einen annäheruden EA 
Werth für a: Bogen geben. Nimmt man z. B. 


* 


AB -— vom Quadranten = o, 32 g^ 


11 85 
2 
fo ijt Ec 
tang is angebe, 32%, glu 6000191749 
nde in Re 0%, 01,32%, $/^ = 0)000191747 
welche bloß in der zehnten Dezimalziffer von einander 
urnterſchteden ſind. Wir koͤnnen alſo ſchließen, daß dies 


M d : — 381 -—— 
ſer Sinus von Race Bogen in den erſten acht Ziffern 
nicht unterſchieden ift, und daß folglich die eben ange⸗ 


gebene Zahl zugleich den e a Werth des Bo⸗ 
gens ausdrückt, 


8. 83, Zufa hz. 
Hieraus folgt: daß die Sinus ſolcher 
Tlei ner Winkel ober Bogen ſich eben ſo wie 
ihre Bogen oder Winkel verhalten, und dieß i 
giebt ae ein Mittel an die Hand den Sinus von 1“ / 


oder Ces des rechten Winkels zu berechnen, wenn man 


folgende Proportion GA 
Ka "ab Qoi 
sin ——- sin 
‚9,9% SE 81792 5400 
000191 : sin 1“ 
oder 5400 : mus SE : 81 1%. 
folglich | 


‚sin 1^ = 


— 


8192. BRD 
5480 ) 
Wollte man den Sinus dieſes Winkels bis auf 

mehr, etwa auf zwölf. Ziffern, berechnen, fo müßte 
man auf dieſem Wege fo weit fortfahren, bis man zu 
einem Bogen gelangt, deſſen Sinus und Tangente in 
den erſten zwölf Dezimalziffern übereinkommen. 
Um hiervon zu größeren Winkeln zu gelangen kau 
man ſich folgender Formeln bedienen 
sin $ « g sin « cos e 
cos d 4 cos o — sin*a, 
ein (a d: B) = sin « cos B ＋ cos a sin d 
bos Le + 8) — coe d cos p 5 sin & sind. 
D 


== 0,0007908. 


7 


Fi 


2 " L 382 — 


St man e FOU fo erhält man 
sin e — esi Y cos 17 


S co gi = C08? 4! — sin? 1, 
Setzt man ferner o = 1, 6 a, fo erhaͤlt man 
vermittelſt der beiden letztern 

sin Ai sin 2’ cos DL cos 2“ sin 1“, 

cos 3“ eos 2“ cos Y! — sin sin 1%, 
und ſo fort kann. man nach einander die Onus und 
Goſinus aller Winkel finden und in Taſeln bringen. 


Leichtere Methoden zur Berechnung der trigonome⸗ 
triſchen Functionen vermittelſt convergirender Reihen 
giebt uns die höhere Nnalyſis an die Hand.) 

SS 
H. 84. Bemerkung. 
Aus den im H. 39. bewieſenen Satze laſſen fi. 


moch unzählige wichtige Folgerungen ziehen, von denen 


wir die am haͤuſigſten vorkommenden hier aufzählen 


wollen. A i S 


1) Wenn man die beiden Olecchungen 


d» Site A ]) = in a cos GL cos. « Sin B 


D sin ( . A) sin d 008: f — cos a sin g 
addirt, ſo erhalt man 

sin ( + 8) + sin (d — P) = 2 sin a cos CH 
woraus folgt 

sin e cos. ein (e J. 6) - p ein G e Di 


2) Zieht man die Zweite der obigen Gleichnugen 


won der erſten ab, ſo findet man * 
sin (u +) — sin (em OI e 2 eos u af f 
und folglich 


vin 6 cos d &x X sin (a + 69 — 4 ein (a = 8) 


bh. 


Ae BB 
Seht man — ZEN. fo geben diefe Formeln nebſt der 


W gehenden 


:c08 d sin z— A sin 2 8. 
^78) Werden die beiden Gleichnügen 
cos (% A- 6) eos c cos B — ein d sin. 
cos (« — f): — eos « cos B aut « sin, 


uddirt, fo erhält man 


cos Ce = B) E eos oasis Se 
und daher 


cos d Co BE cos ( . ) -R & cos (e rs 


Iſt e = , ſo erhält man 


cosa oz 4 cos a d Ass mach, 
well cos (e — 6) = cos o? = r (F. 46). 

4) Ziehet man in III. die erſte Gleichung vn 

ber. zweiten ab, (o erhalt man Sg 


co fe em HM = a sin € ein, 
und baber 

sin din == X cos (a — DI — X coe (a A) 
Sft « — ; ſo findet man 

H I — cos 2 


ein «za 1 X cos 2 4 — ^ 
F. 55. 
wur fos acm 


- fo ift, 70 man dieſe beiden Gleichungen abtiit; 


2 * a . b und e = 4 (a 4 0). 


Ziehet man hingegen die zweite Gleichung von det 


fen ab, fo iſt 
4 dde bang mem 


^ 


J 


A: 


id o 
Setzen wir nun dieſe Werthe von « und ß in die 
Im Vorgeheuden für sin a cos B, sin B cos a, 


cos d cos B, sin e sin P erhaltenen Ausdrucke, 


fo findet man 

sin (a -- 5b) cos x (a — b) = i (sin. sin b) 
sin 4 (a b) cos i (a -]- b) = X (sin a— sin b) 
cos 4 (a ＋ b) cos 2 (a — b) — ; (cos a -]- cos. b) 


sein i (a A b) sin $ (a - = (cos dus cos a). 


Dividirt man die erſte der serferte i dare 
durch die zweite, ſo erhalt naa Kéi cm 
sin 3 (ab). cos 1 (a. 
sin & (e — b). cos i SCR) D" 


sin 1 . cos $ (a — b). sina gie b 
cos à (a+ b) sin 3 ( 5)— iin a — iia = an Bi 


"sin Wo: 


Erwägt man nun, daß ($. 11) 272 


= tang A und 2 4 == = cot. A . 41) 


ſo erhaͤlt ſan 


tang (at) ` sin a - sin b 
Zong D (a b. sin a —. ‚sin D 

Auf eben die Art findet man aus den LJ letzten Be 
worftegenden vier Gleichungen, 

wos a -- cos , 6 i 4r ang & (a— ) 


, §. 50. Zuſatz. 
tang X(a-- b) ain a Nai b 
Die Gleichung fant (a—— b) ein e 
woraus folgt, daß die Summe der Sinus zwei⸗ 
er Bogen oder Winkel ſich zu ihrer Differenz 


L4 


- * — 8 


verhält, wie die Tangente der halben Sum⸗ 
me diefer Bogen zur Tangente der halben 
Differenz derſelben, kann auch unmittelbar durch 
eine geometriſche Conſtruction erhalten werden. 
Denn wenn AM, AN Pig. 10 die mit einem der 
Einheit gleichen Halbmeſſer beſchriebenen Bogen a und b 


aüsdrücken, (o it MP = sin d, NQ = sin Jet 


Sitbet man nun N ber. 45 parallel und verlängert 
MP bis M., fo it 5 ' 
MR = MP NO =.sin a sin b 

"MR Ss An + NQ = sinu -- sin b, 

- "yn befchreibe nun aus. v als Mittelpunkt mit 
einem der Einheit gleichen Halbmeſſer CD einen Bo⸗ 
gen EDG und führe durch den Punkt D eine Tan⸗ 

gente dieſes Kteiſes: fo ſind (F. 18) D und DZ die 
Tangenten der Bogen DE und DG, von denen die 
Winkel MON, MON gemeſſen werden; und da auch 
dieſe Winkel, als Perlpheriewinkel, die Hälften der 
Bogen NA. NM zu ihrem Maaße haben, fo iſt: 
„ DE MN =) 

. DE e: T MN =! (a g), 
and daher | 
DF c lang D tang I (a-) ; 
D = tang DS — tang 1 (d . b), 
Da aber EM" und AA. parallel Find, (ip) o 
Mt.: MR D: DF, odet | 
20 ana sin b t sin a — sin b — 


ER e eh Le Qu 
E Se lang H (a + b) : tang 1 (a—b) 


| | Be $. 57. Zuſatz. N > ) f; 
Da es febr nörpig. it fid) i ben bisher enti 
x é S Di] i r , 


— 386 Se j 
Taten Formeln vertraut zu 9 M xu wir ſie hier 
zuſammen ſtellem. 


21) sin d D cos (90° 530); €08 d. eig oe =.) 
"tang « — cot P s 1c. (S. 10), 
) lang «— sit d: cod; ($. AC 
cot & = cos : sin e 
9) séc a == 1:08 ei cocec a I grid 
4 sin p.e = I— cos a 
cos b. — I ein c (§. 13) 
5) sin? a ＋ cos? a = 1, (5) 
6) sin, art, «= r. sin, nat. a ): 46$. 30 
cos. Urt. a == . cos nat. a, ze. 7 
"in. nat. * sin. art. «n x Gen. 
cos. nat. * tos, art. : T ic. 


de ger F . Ken. SEI 27 10 0. 


cos (180° ＋ 4 == cos 
8) sin (360° — «) — — sin e 
cos ‚(860° — el. e co Sa: d G. ER 
9) tang (180* + Tom dang a ($. 31) 
cot  (190* ES el ss ER cot e ($,.33) 
tang (360? — el == — tang « 
cot (360 — a) = — cot 4 (F. 30 
10) sec (180° ch 4) — — geg, ef, 34 u. 360 
cosec (180° Ha) = A cosec & ($. 34 u. 36) 
see (300 — «) — sec e 
cosec (300 — e) = — cosee & (34). 
(1) sim (-u)=— sin 4j 
C08 (—. DN zx CO « EA ($.. 32 


1 
\ 


— 


S 357 = 
12) sin («+ Ss E cos AH cos & sin 
cos (a. 8) cos « cos B + sin. asın 2): ($ E 


13) sin a e on d cos cos2a col? dein a 


sin ga gi « co? « — sin? d ) (& 300 
40s e Cos a Z'sin? « cos a 


100 tang Ge F 0) = m 1 ($. 405° 


15) tang . 2.0 2.tang a: (t. — tang? «) C. 0 


>> col ( kën = cote «eot 8 r : &. 4x 


cot GL cot « 


"tang. eI Eus cot. oss : dang e. G. 42). 


32: sin} rs — = eri * kee | 


CE Qe E | 
| 38) Sin wo x chord à ei Cen 
thori es 2 ein T a. (S. 44% 

sin à 


ch (45) 


18) we p": = o oO = si/i9o? —m 1 
sin. 180° —— 0; cos 1809 — — e... 
sin, 270? ——1j cos. 970° — = O ($. 45% 


sim, due = 03 cos, 360? fI 
t d d 2 


19) tang. e H cot. go? Se 
Zong, 90e = cot. o? gei op c 
55 
tang. 180% 2305 cot. 180 ® . 47). 
lag. a ; cot. 270° = 9, 


$5 a 


19) — iac 


| 


L 7 


d 


20) seb, o ee, ln 90% = I, 


^08ec,09 = sen 9o? zs c [. d 
sec. 180? — iz coe ige = e (§. 47). 
sec. 2709 Sep — ke cose 270° 1 


470 «ij, 30 J cos, 30 & en ($. 48). 


"ein, 4 459 — e COS, 459-5 = 


a 0 tang äise $ v3; tang 45^ == cot Me zz 


«S. 49» 


250 sin Ge? --8) = cos 8 — sin fae —) 6. Ge 


cos (30° -]- B)== cos (309 — 8) — sin g 
24) sin & co, — $ sin (a -]- 8) LE sin DEn 
29) cot sin dea (ap) — 4 sin (a—f) 
26):cos « cos = cos (G) *i cos Mee 
27) sin « sin 8 — 3 cos («a — 8) — 1 cos tal ` 
28) ein Ein G nein & (Eg) cos (a B) Y 
29) sin «— sin f —2 cós ( B) sii X («— 8) e 
30) cos c. E eos f 20084 («4 B) cos 3 («— B) a. 
31) „ denke Data (ef). e 


tanz. x (- = „sin AH ＋E sin B ' 
32 tang. 3 («— 9) * SUL a — sin B^ Ki 55) 


cos f — Co8 « 


33) tang 1 fere Meng Gn nm CR us 


KÉ 58. 

Bevor wir zur Anwendung der bisher entwickelten 
Lehren auf die Auflöung der Dreiecke ſchrelten, iſt es 
od) nöthig zu bemerken, daß man bei der Auſlbſung N 
trigonometriſcher Aufgaben größtentheils die, Logarith⸗ 
men anzuwenden, und daher die erhaltenen Reſultate 


e gap em 


dergeſtalt zu umformen ſucht, daß man mit deichtig⸗ 
keit die Logarithmen au ihrer Berechnung anwenden 
könne. Nun aber find, wie aus dem Vorhergehenden 
hinlänglich erhellet, die Sinus und Coſinus aller Wine: 


kel im natürlichen Syſtem achte Bruͤche, und daher ih 


re Logarithmen negativ. Mau hat daher, um Sien, 
auszuweichen, bei den meiſten Rechnungen ein kuͤnſtli⸗ 
ches Syſtem eingefuͤhrt, deſſen Moduls roooοοοοοο 
iſt. Die Logarithmen der trigonometriſchen Functionen 
in dieſem Syſteme werden um 10 großer ſeyn als die, 
correſpondirenden im natürlichen Syſtem Denn es fen, 
ürgend eine Function im natürlichem Syſtem = 5 ihr 
Logarithmus = 1; die correſpondirende Functſon im. 
kuͤnſtlichen System = Fz ihr, Logarithmus = L und 
der Modulus dieſes Sc 2 et N 
foit C. age t int 06059 T ding 


e ee L gp capis 
m 155 E tw] Toug. E ro EE bef 
Umgekehrt ge man aus dem Logarithmus einer inira 
tion im erwähnten kuͤnſtlichen Syſtem den der corre⸗ 
ſpondirenden Function im naturlichen Syſtem, wenn 
man von erſterem 10 abzſehet. Denn aus d Kë 1 


' Log. ign log. r ＋ log. f folgt 
N log F log F = log r. 


ES jedoch die meiften dieſer Tafeln nur die Loga⸗ 
ulthmen der Hülfslinien der in Graden und Minuten 
gegebenen Winkel enthalten, ſo wollen wir noch zeigen, 
wie dieſer zu finden if, wenn der PEN age Secun⸗ 
den enthalt. 1 


— * 


eg. 88. Aufgabe, 

Mit Hülfe der gemeinen Tafeln den Sos 
suinbanie: einer trigonometriſchen Func⸗ 
tíon zu finden, weiche zu einem Winkel gea 
hört, der außer Graden unb. Minuten auch 
noch Secunden enthalt. 

Au fföſung. Man nimmt ged, auf inte 


Art wie beim Gebrauch der Logarithmen den Satz an 


du ß die Differenzen der Logarithmen Am eis 
er Winkel den Differenzen dieſer Winker 
yroportional ſeyen, fo lange dieſe Diffe⸗ 
renz der Winkel nicht über eine Minute be⸗ 
trägt, Dieſe Vorausſetzung ifo bei kleinen Winkeln 
ziemlich unrichtig, aber der Fehler wird immer geringer, 
je größer die Winkel werden, und nimmt was die Lo⸗ 
garithmen der Sinus betrift, immer mehr ab, je naͤ⸗ 


ber die Winkel dem rechten kommen. Die Logarithmen 


der Tangenten aybelangend, nimmt der Fehler zwar 
wieder zu, wenn der Winkel nicht viel mehr von 90% 


unterſchieden iſt; indeſſen kann man doch in den mei⸗ 


Een Fällen der Ausübung dieſe Vorausſetzung beibehal⸗ 
" 2 wenn man nicht die größte Schärfe ſucht. 

Da man nun in den gewöhnlichen Tafeln die Lo⸗ 
Geseit der trigonometriſchen Functionen für alle eina: 
zelne Minuten des Quadranten hat, ſo nimmt man die 
Differenz zwiſchen den beiden Logarithmen, welche mit 
der gleichnahmigen, © trigonemetrifchen Functionen des 
naͤchſt größern und naͤchſt kleinern Winkels zuſammen 
gehören, und ſchließt: wie fid) 60^ zur gegey: 
benen Anzahl Secunden verhalten, eben (o: 
verhält fid) die gefundene Differenz der Lo⸗ 
garithmen zur vierten Zahl, die man zum nächſt 


— 99] -. 


x 
kleinern Logarithmus addiren muß, wenn die trigonen 
metriſche Function mit dem Winkel waͤchſt, wie der 
Sinus, die Tangente und Secante unter 90°. Wenn 
aber dieſe Function abnimmt indem der Winkel wächft, 
wie der Coſinus, die Cotangente und Coſecante, ſo muß 

man die gefundene vierte Zahl vom nächſt gröͤßern Los 

garithmus abziehen. 
Beiſpiel. Man ſuche den deg. sin. sa 28^. 
34“: ſo iſt 
log. sin 53^. 29' == 9,9050852 
tog. sin 53°. 28° — 9,9049916. . 
Differenz 4336 
sie ſchließt man 
6% 54% 936.2, %% 

Da nun log. sin 53°. ad‘ Zeen 9,9049916,. 

fe ift bie vierte Zahl für ST zs ＋ 842 

alſo log. sin. 539. 28“. 54 9,9050758. 

Eben ſo findet man den Logarithmus der Tangent 
dieſes Winkels. \ 
Es ifi log. tang, 33°, 29, = 10,1305269 
log, tang. 53°. 28° == 10,1302628 
8 Dieren, - „ 2645 
Aſo Voie ES 
6o 2.5 = 2641, 3.2377... 

Da nun (ong, 53°. 28“ — 10, 1302628 
ſo ift die vierte Zahl für 54^ = + 2377 

alte log. tang, 539. ap, 54" == 19,1305005. 


Den Logarithmus des Coſinus und der Cotangente à 
7 en findet man auf aͤhnliche Art. 


* 


— 9 — 
NON DA 537.28“ ts 
er ce ge 53^. : x E 9/7743583 ° 
. ijr. Differenz T i dr, A70 Seid ds 
e Aber GE : SC 0 $3 17051 $1315. und well. 


log, o. 53. 284 .— Een dad uum. | 


ki * int de 
alſo lag; cos. 53^. 280 54/0 == a0 ^ ^ 
Ferner iſt Geh cot, 53°, 287 = = 9,869737@ "i a A 
log. cot; 53. 29 Saepe 
Differenz "DAY. 
Nun iſt 60“ : 54, — 2641 : 237 às 
Weil aber og. col, 53*, 28“ =: 9,869737& LER“ 
mp ie 54" =. 2376, 


ſo iſt log. ect. 7539.38. 54% — 9,8694096 


In beh bereits angeführten Vega'ſcheu, “auch, 
in den Schulziſchen Tafeln ſindet man Biet. Diffes 
renzen bereitö berechnet, daß man alſo nicht nétbig har 


ſie aufzuſuchen. Die beſondere Einrichtung m Aaa 


feln iſt in Re eer deutlich angegeben. 
80 Aufgabe. f 


Den Winkel zu finden, welcher einem. 


ſolchen Logarithmus einer trigonometriſchen 


Sünctipn zugehört, der in den Tafeln Get 


nicht vorkommt. M : 
Auftöfung Man darf nur die Vorfehriften. des 
vor, $, umkehren. Man muß unter den Logarithmen 


der Sinus, Tangenten u. ſ. w. ein Paar aufſuchen, 


zwiſchen denen der gegebene Logarithmus, als zwiſchen 


zweien Gränzen enthalten iſt. Man nehme dann die 


C DM EE 
Differenz dieſer beiden Gränzen ſowohl als auch des! 
gegebenen Logarfthmus vom nächſtekleluern, und ſchließe: 
die Differenz. der beiden Gränzen verhält 
(ic) zur Differenz des gegebenen Logarith⸗ ' 
mus pom, nächſt fleiner n, wie bo“ zur viers 


ten Zahl. Dieß giebt, eine. Anzahl von Secunden, 


Logarithmus. 


c 


{ 


die man zu dem Winkel addirt, der dem nächſt kleinern 
9311 d a ee CA f p WM 
zügehort, wofern bie. irigonomekriſche 
Function mit dem Winkel wächſt; im Gegeutheil aber 
3 ö 1 


wird fie bout demſelben abgezogen. 


ESCH fey ter Legarithmus bes Sinus. eines. Wiukels 
7319/9426938 „man ſucht den dazu gehoͤrigen Winkel. 
Dieſer Logarithmus fällt zwiſchen den Loggrithmen der 
Sinus von 618, 12, und 617, 13/5 denn es iſt: 

5 s e be sin 61°. 130 979472565 

Need BGE LOFT 619.32? 2 9,9426561 

ese ll Vo 594 

- * gegebene Tog == 9,9 26939 
log sin DU, 127 = 9,9426561 

votes Miller. 377 


Num findet, ſich ON s 
(onus 694 377 o,; 32 , alſo iſt der 
‚gefüchte Winkel = eu, 12%. 32% 


Es feb. der Logarithmus der Tangente eines Wins 
kels = 10,1948376: fo find die Gränzenn 
ne v een fang. 5700 ag ==: 10,1949767 


leg, fong, 579, 26° = 10,1946981 
„„ —— 
EL : xo Differenz E D 2786, 


X ^ t 


we ‚894. — 


ien Sin Log — 
Es ARIS 527.267 m 
4 een? REF RER 18956. e 
Shi findet hiernach sii H 
2786: 1395 == = Seu? * P atf ift der 
geſuchte Winkel = 579.3261, 30%. es 
Es ſey der Logarithmus des Geng? dag Rah 
= EEN fo find die Gran "ee d 
goën, 40% 88, = SE 256 
2 "^us dinge cos. 40. 33 = 98 07215 
ua Differen ; A no Si 1981. 
Der gegebene Log. = 9,8807832 
lage dos, 409. 33° == 9,88 t 
TUR LEE 
Nun findet man 
| X081 : 61% 6, : 34% ai ift der geſuchte 
: Winlel 49°. 532 bg 34 Se 40. 32 2 26”, 
Es ſey der Logarithmus der Cotangente eines Win⸗ 
wë: = 7100384: fo Ir find. die Gränzen 


og. eot, 59°. 7% = 9,7767685. 

leg. cot 59°. 8“ :— 9,7264816 . 
Differenz 4869, 

Der gegebene Log. Se 9,7766384. 


dog, col. 59, 3 = 9,7764816 
Differeng ` VH . 
Nun findet man Lt 


2869 : 1568 = 60%: EVA am ift ber HERR, 
Winkel = 59°. 8^ — 32% zen 595; % 28%. i 


D 
LET: 


Von der Aufloſung der QD celeste, 


dA Wem rechtwinklichten Date. 


OG 


22 sier 6r Aufgabe 


A 


Ale zwelen Stücken eines ced too tutti d ten 


Dreiecks, worunter wenigſtens eine Seite 
befindlich iſt, die übrigen Stücke zu be⸗ 


rechnen. 


Aufloôſung. Die in §. 8. und 9 entwickelten 
Formeln, ſo wie die in der Aumerkung zu, §. 9. ange⸗ 
führten Regeln, geben uns die Mittel an die Hand 
den Forderungen der vorſtehenden Aufgabe in jedem 
Falle zu genügen, den einzigen Fall ausgenommen, 
wo aus. zweien Selten des rechtwinklichten Dreiecks die 
dritte zu berechnen ift, deſſen Aufloͤſung im F. 463. 
der Geometrie zu finden ift. Alle die Formeln des $. 8 
uud 9 (inb auch ganz für die Anwendung der Löga⸗ 


/ 


Drittes Kite! 


(A 


bw. vn 


* 


! . 306 . 


giten; ‚geeignet, Es wird daher hinlanglich ſeyn dle. 
Aufloͤſung einiger; Faͤlle an einigen Veifpielen zu zeigen. 

L Im rechtwinklichten Dreiecke ABC 
Fig. 4 ift die Hypothenuſe BO — 2300 und 
der (pie. Winkel ABC. — 34° So gegeben; 
man, (otf jede der Katheten berechnen. 


Setzen wir nun ein für alle mahl die Hypothe⸗ 
nuſe 50 u den ſpftzen Winkel. ABC = «; die 
dieſem Winkel gegen über ſtehende gabe =p und 
deſſen anliegende Kathete — b; ſo iſt⸗ 

p. = fi. sin u (S. 9. D; 5 hi cos a KIM, 
log, p. logisch log, sin a3 
log: b = log. h + log. cos d. 
dog. Ti & log. 2360 = 35879 
log. sin 34“. 20^ = 0,7512842.— * 


log Pi == 371241902. 
afin = 40 — 1331,5 Fuß. Eben ſo wirb. 
4 = 1948/8. geheie, nun: 


13 — a 1 wir na Neger Gë au⸗ 
geführten‘, künſtlichen Spſtem, „fo, mäffen wir, ba die 
Formeln des $. 8 und 9 für das natürliche, /Cvftem, be⸗ 
rechnet ſind, den Werth, der in die ſen Formeln vorkom⸗ 
menden trigonometriſchen Fünctionen vorher in dle des 
kunſtlichen Spſtems verwandeln. Bezeichnen wir nun die 
trigonomettiſchen Functionen imm watürlichen Syſtem mit 
kleinen Anfangsbuchſtaben, die gleichnabmige Function im H 
kanſtlichen Spſtem mit ‚großen Bucitaben, und den Mo⸗ 


"tué des Gab durch r fo kk (L 31 We 
e RR SE hee SÉ ie Hier Im ` Lë 


4 
DATE Ba EE SS, 9 


E NR 


Ie. b — log, h * log. Sin a — log. r om 
log. b = log. h '-- log, Cos « — log. r, und jede 
dieſer Satbeten- wird fofgenberntaafen berechnet wenden 


log. h log. 23606 — 3,3720120 
eg. Sin. 34. 200 9,7512842 
; (cow 3,1241962 $78 
KA 2.2. == 10,0000090 (5. 80 
3 ei —— : HME, 
Jog. p = 5,1241962 


und y m A0 13315 i oben. 

Eben ſo wird bei den ubrigen Rechnungen verfahren, 
Wir werden indeſſen im Folsenden immer x bem nas 
E da Erton 99 | 


er 62. Beſſpiel II. 
Su dem rechtwinklichten Dreiecke “ABC 
Fig. 4 íft der Winkel 4 nebſt einer Ka⸗ 
thete AB — b gegeben; "man ſoll die andere 
Kathete unb die Hypothenuſe. deſſelben bes 
Fimmen: ſo iſt, da mit bem Winkel «zugleich € 
90 — a gegeben iſt 


Heap SS D G 5. u = = DE ($. 321) 


: GE sec d 75 E 


/ 


"i ie oda 


r 
22 EN E 
- ut e (C « Fi 
Eben fo ift, wenn e und p gegeben waͤre 
, Cot 
= ache a. pot = z 
S; 


oU U 
DC == h g. cose u p: ein n 
V Kc 


By Tua r 
COP gg a ora 


Es wi 3. B. 4 sp. 20% P = Aeg“: ſo dt 
log p == log 4524 == 3,6555226 
y^: sin. 245. ‚20%, = 0,9097821 — 1. 
lig BO = log h = 3,7457405 
sao DC = 5568/6 Fuß 


odor nach der Formel A = V 
A { Sun oe 
Joer. ` = 10,0600006 
Ki IER = 136555226 
"ëss 
log sin 51^. 20 =  9,909782f 
dg BC 7 "em 374457408 


"alfo B00 zi: 55686 Gu 


F. 63. Beiſpiel Di 
Im rechtwluklichten Dreiecke ABC e 
Fig. 4 fey gegeben die Hypothenuſe BC A 
und eine Kathete 48 — b; man foll die 
Winfel und die dritte Seite ae béo 
fimmmen: fo ift. (5 4) S É 
"cO$/« == sin B -— $. und 


ꝓ Ab. tang u b cot 86 (F. xo) 


oder $ 
E ex Cue Qr" 
Chr u = N 7 e Ch 2 


un r ee Ae ` 


Man kann auch p unmittellar finden. Bei ep 
iſt (Geom. H. 463) 


p. Er AS I 3 ah TO + De — 894 und 
Up pond Tg GER El 0 


E 64. Zuſah. 


Aus ps „sin a folgt A = und ^ 
daher ä , 
Eben fo folgt aus bo A ehe 
2) bi „ ein G 
uus b = . nd b . e 
ergiebt Bi u M Suis 5 
2 Seen 76:4; 
DA Sg: 1. 
AUR. — ein a bine 
0 bang « — P EI S i 
folgt 5) : in a: sin B 


e N folgt aus p — Zoe 


, i da e Cosa ‚Sin & Sine 
^ dex 2— . 
FF 
GE * Sin e Sinp. Casa 
Erwägt man nun, daß (6. 46) der ing des 


rechten Winkels im natürlichen Syſtem der Einheit, und 
in jedem künſtllchen Syſtem dem E a dieſeß 


Syſtems gleich ift, fo folgt, wenn wir in obige ſechs 

toportionen. anſtatt 1 oder J den, Ausdruck Sinus totus 
fegen, der allgemein fruchtbare Satz. In jedem 
dechtwinklichren Dreiecke verhalten (id dech 


ü 


( 


— 400 — 


zwei Seiten: zu einander, wie dle nach irgend 
seinem Syſtem berechneten Sinus der dieſen 
Seiten gegenüber gehenden Winkel, auf wel⸗ 
chem dle 2 Auflöſung aller möglichen beim rechtwinklichten 
Dreiecke vorkommenden Falle beruhet. Soll z. B. aus 
b und «Pig: 4 die Kathete P gefunden werden, fo ſetzt 
man ph Proportion an: 
KETTER 
gen cos «t sin 5 ni amm c 


2 = b klang e wle in (. 63). 


O « 


F. 65. Belſpiel IV. a 


Im rechtwinklichten Dreieck 480 


Fig. 4. ſeyen die beiden Katheten b un d p 


gegeben; man ſucht die Hypothe nufe „und die 


Ae IS 
B 3 Ge 
tang « "es E (S. 2; dang 5 XE N dr 


Da We Werth von à nicht leicht s hide « 


garithmen zu berechnen ift, ſo beſtimme un LA 
den Winkel « aus der Formel tang a = , da D ich 


dann der Werth von „. Dr G. 62) fite E GI 
lich 1 p: ein a. 
Es ſey BA = a ^ MT xg % iſt 


i beiden ſpitzen Winkel o, E: ſo ift ef 4633 


"TS, Té ee 


dog, dang a eleg, b . = log pio log bus. a 
gët ans, Dër 400 = 2,6020666 ki 
zutaten, ] log. 3 oO: E 247712137 
RR : — —— 


e tang LE QR ERLITT An 


ER 


- dë — 


« ses 592°, 7^. 48% 
f sd Rr geret 
sin Ki 
log. P == log. 400 == 2,6020600 


log. sin ar, 7'. 48“ — 0,9030894 — 1 


| 7 log BG. e log M er lad 
A == 500 Fuß. 


Von E Dreiecken. 


$. 66, Le hrſatz. ; 


In jedem ſchief winklichten Dreiecke 480 

Fig. II. verhalten fid jede zwei Seiten zu 

einander wie die Sinus der dieſe n aded ge⸗ 
ne ſtehenden Winkel. 


Beweis. Es ft BO = a, 240 5 und 
AB e. Man fälle aus B auf 40 den Perpendik⸗ 
kel BD: ſo iſt (S. 61) 


BD D AR sin A en A. 


S Aus gleichem Grunde iſt im rechtwinklichten Dreiecke BDO 
BD. — BC ein C D à sin C, 


Sehen wir dieſe ie Werthe von BD einander gleich 


fo iſt 
n AD a sin 

und folglich mër $ 317) 
a: c sin A: sin O, ö 

Auf gleiche Art wird bewleſen, daß 
\ ayb == sind: sin B 
und 5; ss sin Bi sin C. 

Ce 


\ 


Ki 


— 402 — 


N oy. Zuſag. 

! Aus dem Vorhergehende folgt „ Daß 
AB: sin A= BC sin C3 AB sin B — AC sin C 

Oi = = AO ein A; 
daß er in jedem Fhiefwinligten Dreiecke 
das Product aus irgend einer Seite in den 
Sinns eines daran liegenden Winkels dem 
Producte aus dem Sinus des dieſer Seite, 
gegenüber ſtehenden Winkels in die de m' 
erſten Winkel gegenuber ſtehende Seite 


gleich iſt. 
oa jS ster t 5 68. Aufgabe. 


Wenn in einem ſchiefwinklichten mut 2 


ecke ABC Fig. itteine Seite und zwei Wins 
kel gegeben find, die bei e die ſes 
Dreiecks zu berechnen. ; 

Auflöſung. Da (Geom; $ 180 mit den bei 
Sa Winkeln zugleich der dritte gegeben ift, fo wird die 
gegebene Seite immmer einem betounten Winkel gegen⸗ 
über ſtehen. Man multiplizire daher die gegebene Sei⸗ 
te mit dem Sinus des der geſuchten Seite gegenuber 
ſtehenden Winkels, und dioldire dieſes Product durch 
den Sinus des der gegebenen Seite gegenüber ſteheue 
den e " firn man de Säi Sen ^ 


] bekannt ſeyn, und E ift C$: ER 
A sn C E AB^sin B5 
AO in A = "BC sin B; 


Due quet ‚ c n mE RU ee 


— 403 — ^ 


- 


folglich e nn Thgn di Ve SOS 17 U 


* 40 . nenne td 


: [] CZE sin) B Bo . sin B Je vn e 
echt Beiſpfel. Es ſey A 2 ege Ss 


e s as und O $3", UT i ". 


B- r$o?*: — Cf 0) =eißg?. 3^ 12/4 
log dB= lag AC ＋ lag si. log sin liii 1 


Ka log. 10070. 253 3,0030295 13 87 
VR dog. sin, 53^. 14“, g^ 993 804. — . 
Kei E SACH 
e p Sin 68. 317, 12“ —— = 8 909783 — 
e e BOER e 4B zh 569609 - = 
E BEE, i E 


bin Pag 4:91 ire OS Bb 3e Sob b Se Sc 
dog E M AO dig uia — log sin B. 


TV Tog 16070 & 4,0030295 
ect? * 57%; 35^ DC E = 09282053 — T 
3,9310348 


Ee Fn" 68°, S15 end 0 9097833 1 
, Sie log 2 m 3,961311 - 
TUNES | Be 8 bbc nu 


„5 dite? 


Aus zweien in einen KE TE 


de Dreiecke gegebenen Seiten. nebſt einem Wine 
E kel, welcher einer diefer eiten gegenüber 
ſteh et, die übrigen Stucke zu beſtim men. 
Auflöͤſung. Man multiplizite den Sinus des 
gegebenen Winkels mit der gegebenen ihm anliegenden 
Seite und dividire dies Product durch die ihm gegen⸗ 
Ce a 


— 


\ WA 


— 404 he 
über ftehende Seite, fo erhält man den Sinus des der 
erſten Seite gegenuber ſtehenden Winkels, und folglich 


dieſen Winkel ſelbſt. Hat man aber erſt diefen Winkel 


gefunden, ſo läßt d ich die dritte Seite 1$. 6 68) 
berechnen. 

Beweis, Es ſeyen fn bent Sede ABC 
Fig. 11 Die beiden Seiten B4, EC -nehft dem Win⸗ 


kel C gegeben ſo iſt (F. 67) BO. sin = ee nA, 


BC. 2205 a 
AB Ji 
log sin A= log BGL s sin.C — log AB, 
Beispiel. Es fey AB — 5394 Fuß, 
C= 569. 30° nnd CB, — 4876: al ifti 
log sin nA == log. 4870 ＋ log sin 69.904 T 


und sin A= 


log .5394. 
4 log 4876 = 3,6880637 
"log sin SG Eé C SËCH, ss T 
? ) 3,6091703 
ne dog 5394 = 377319109 


dog sin EA == 6,8772594 = E 
uito 4 um - abe. 55“. 16, 


Die bitte Seite AC ift 65 6g) — AB; sin B 


BTL Q se 


Log $394 == 3,7319109 


„ 


Ai Se log sin 74e. 34. 44^ = 0,9839362 = 1 Us 


3,7158471 


log sin 56° 30° = 0,9211006 — t 
— 


log AC — 3,7947495- 


AC = 62330 Fuß. | 


— 40$ — i 
Anmerkung. Da (F. 27) jeder Sinus zu zweien 
Winkeln, nehmlich zu einem ſpitzen und dem ihn zu 180 
ergänzenden ſtumpſen gehört, fo kann auch der im vorf⸗ 
gen Beiſpiele für log sin A gefundene Werth eben ſowohl 
dem ſpitzen Winkel 489. 53/16“ als deſſen Supplement 
2319, 4% 44" zugeboͤren. Da jedoch in der angeführten 
Aufgabe die Seite An großer als CB angenommen, und 
daher (Geom, 9, 90) der Winkel © größer] als A ſeyn 
muß, (o kann in dieſem Falle der Winkel A nur ſpitz 
ſeyn, es mag C ein ſpitzer oder ſtumpfer Winkel ſeyn. 
In dieſem Falle it alfo die Aufgabe beſſimmt und man er⸗ 
hält, ſowohl für den dritten Winkel B als auch für die 
dritte Seite AC uur einen Werth. Wenn aber in der 
obigen Aufgabe die dem gegebenen Winkel gegenüber ‚fies. 
hende Seite kleiner als die auliegend iſt, wenn z. B. 
AB —:$394 Fuß BC == 4876, urb der Z5 A = 489. 
55'. 16^. gegebene wäre, fo fong ber Winkel C eben fo 
wohl ein ſtumpfer als ſpitzer ſeyn; der aus den beiden 


Winkeln A und C hergeleitete Windel B wird daher eben⸗ 


falls zwei Werthe erhalten, je nachdem man den Winkel 
© ſpitz oder ſtumpf aunimmt; und die durch den Winkel 
B beſtimmte dritte Seite 40 wird, ebenfalls zwei Wer⸗ 
the erhalten. In dieſem Falle iſt die Aufgabe unbeſtimmt, 
und es muß noch aus andern Umſtanden beſtimmt mere 
den, ob das Dreieck ſpitzwinklicht oder ſtumpfwinklich ſeyn 


ſoll. (Man vergleiche hiermit Geen, 6. 108). 5 
Die Ausrechnung giebt en. c = Ce A 
log 5394 = 3,7319109 
log sin AN 0,87 72594 — 1 
a 3,009 1703 


log sin G = 0,9211066 — 1 
ern 
oder O — 123, 39% 


* 


= 406 — 


H 


Setzen wir o 569. zol; Ip ſindet man 


A de c7 (A e Ut Me [MS i 2 
f und AC = dE = 6238/67 Ste 1 
nie oben. SS Ar? 


7 Segen mlt Diahehen 0. 123850» fo it TUM 
vu Des 05 10 20 z- 19. aviam oc 5 
und Ae: SSC Se Se e a, ` e 


, r rer 
H H Can e l 105 7 


» 
nn-5$7 . * 


1 Ve Kai $. 70 TUR e 12 


Aden 
In jedem Drelecke ABO Pig. 1. verhält 
ſich die Summe irgend zweier Selten 405 AB 
E ihrer Differenz wie die Tangente der bate 
ben Su mme der dieſen Selten gegenüber 
ſtehenden Winkel 450, 40 fie: zur) Tana ` 
gente ihrer quc ws LE verhältz 
, veymlich Ca 


STE 


em 40 L 4B : PORT) EE : 
ee AG EO aw Ld Qe 
"Se 32 eu. au cadis. 
mures e SS c 
fe o aud) Gen i 242). 9. 
O eg AC: ven, AB, 
sin se CR sin O: sin B — sin C. 


; n ifc GS. 300% - , A ; 
pom. pin db EMO CS nn B oscar Qm ; 
" ang! ( ＋ O tang 1 ( — 0); 

Dad iſt 46 . 303) 
CFL AB: A — AB — 
| SEN y (B ＋ O;: tang (B. O. 


— 407 — 


91% % %%% . gt Zuſa tz. ur d 
Man kann daher aus zweien Seiten 40. AB 
nebſt dem eingefchtoffenen Winkel 4 die beiden übrigen - 
Winkel B und © finden, wenn man 
de 1) den gegebenen, Winkel A von 180% abzieht, 
wodurch man (Geom. D 131 J.) die Summe der Win⸗ 
OL Bs. C erhältz, ſodann j7 
2) zur Summe der gegebenen Seiten AC ＋ AB, 
ihrer Differenz 10 — AB und der Tangente der Dals 
ben Summe der. Winkel D LC die vierte Propor⸗ 
tionalzahl ſucht, wodusch man (F. 70) tang 3 (B—C), 
und alſo ven. Winkel 2 (B — C) erhält, Wird dann 
3) diefe halbe Differenz A 3 — C) zur halben 
Summe hinzugeſetzt,, (o findet man den größern Wins 
kel B; wird aber die halbe Differenz von der halben 
Summe der Winkel abgezogen, al findet man den klel⸗ 
nern Winkel C. Denn es iſt 
ER 
13 Oo =+B- 360; 
wird nun lier abbirt, fo ift 
(BHO. HI — €) 
4B 3 5 1 e 
zieht man hingegen die pt ie von, der obern 
ES fo. ift Se e 


Er $. 7% Aufgabe. 
Wenn in einem D re iecke ABC. Fig. 11. 
zwei Seiten AB, 40 nebſt bem eingeſchloſſe⸗ 


ZE 


. U 
— 408 — 


nen Winkel B40 gegeben find, die dritte 


Seite 50 zu berechnen. 


Auflöſung J. Man beſtimme nach (F. 71). He 
beiden übrigen Winkel. 3 und C des Dreiecks, ſo laßt 
fi) die dritte Seite nach ($. 68) finden. 


Beiſpiel. Es ſey 40 — 693 Fuß, AB 
539 Fuß, 4 = 41%, 37“: ſo iſt i 
40 + AB = 1232, 40 AB = ve "H 
CB -pOC — 180% Are 37% 168 33% 
à (B ＋ C) = 69?: 11% 30% und 
(4C — AB) tang 1 (B Lo 
"EE ee 
154 tang 69°. 11^, 30“ 
1232 


S log 1584 — 2)1875807 
log. tang: 69°, 117. 307 — 0,4201812 
3,6077019. 
A ("y deg 1232 3,9906107 
leg. tang 1 (B — C) —310,5170912 — 1 
15 10 18% gt, 26" 
3 B +30= 699, 1, 30% 
B = 87. 23˙. 56 
C = 50%, 59^. 4%, 
je Seite BC — 4B sn A 
Die S Mt (§. 68) — T 
539 sin 41%, 39 
‚sur Jo. 597 44 291 


ESCH 


3 
eo log 539. = 2,7315888 
log sin 41%. 37“ == 0,822262: = P 
l — — — 
N i 2,5538509 
lg sin 30%, 59“, 47% 7—,09,8904074 — X 
dog BC = 2,6634438 

: 560 = 460,73 Fuß. 
aW Did ons . 

Auftöfung II. Man dividire die größere der 
gegebenen Seiten, 40, durch die kleinere dB, fo 
wird diefer Quotient einen unaͤchten Bruch geben. Da 
nun (S. 49) tung 45 = 1 und Tangente 9o9 — o5, 

wird jener Bruch der Tangente irgend eines Winkels 
zwiſchen 35 und 9o? gleich ſeyn. Man ſuche nun 
den tiefer. Tangente zugehörigen Winkel, welehen wir 


- 


durch & bezeichnen wollen. re 
' Von dleſem Winkel a ziehe man 45° ab und mul⸗ 

tiplizire die Tangente des Reſtes, nehmlich (u — 45° 
mit der Cotangente der Hälfte des gegebenen Wins 
kels, ſo giebt dieſes Product die Tangente der Dote 
ben Differenz der beiden geſuchten Winkel, wodurch 
dann jeder dieſer beiden Winkel nach ($, 72.) heſtimmt 
werden kann. 1 132 i 
Wenn daher Fig, x1 die beiden Seiten 40, AB 
nebſt dem Winkel 4 gegeben ſind, wo 40 > ZB, fo 


" A ; D A 
ſetzt man TAB > tang e, ſucht im den Tafeln den 
Winkel e und Zang (a — 45°) auf, da deun 


lang 4 (B — C) m dang (e — 45?) cot i A. 
„Beweis. Es iſt ($ 40) 


2 — . fang 45^  . 
VV 


Gë 
, S M 1 = 
du aber dang e E ($. 4). tang 0. meli 
/ 

—— AQ : S EE 
(o it fang (e 3 — — 

25 5 cM (e i Sir CS AC: 7 

| "AB 


und wéieen wir alle. Glieder des Sinn ink 
. Nenners, diefes, Bruchs durch AB, fo fori CTS? 
4 217 


tang Tim = ee ceti HR 


ST apii jit 


E if Wie == ago — (B O ao "n Wie. ; 
A 0 ER d s 2. 


95 und daher (seh cot. den bagg éi (ten 


m 4 A bang H EE . Er 


folglich «obi . AA tang ( XE 459); =. Ld 72 s j K 1 


AC— AB 2 
Sofa di mei i 
piri iſt ($. 100 Wees Ei PER Pu me 
5 % ap HB: iin 


ut Ze P oA = Ol. 71 * DS WIR: 


feu e Nie 70:82 2:5] 
cot 4 4. bang (e — 45.0 = tang 4 d - CR 
Beiſplel. Es fe» mie ‚in Auflöf. TEN ER 
AC = 693 Fuß, 4B = Se 539 8. u. 4 die 37% 
fo- itu "8, RS 
! dg po log. mw = d Zë 
8 bog - AB B= log Bake E 
i dig. lang. & = , 109144 
^ 2 nn! « = 52°. T. EW 
2 i * e 7, 30% 


Gu ei 


WW 


* 


— 411 — [| 


lop tang ve. 7% 3o = Steeg ` 1 
log cot gos. 48 30^: pes 4203812; — 1 
log tan $ 0x eescht — H 
ZUR O el pie agn it 
wie in der Auflöbang T: IN DIefe- Auflöſ öſung lit beſonders 


in den Fallen initia. wo nicht pic baden“ Seite 
des Dreiecks ſelbſt, ſondern ihre Logäräthmen gegeben 


ſind, und wird in der, Astronomie haufig Së 
tX 


Kar PETE 1 (ai S 74 NAT LIE pig * 15 113 


Man kann auch aus den; Fa Seiten eines 


P Í 
2'2 K 


E Dreitds’ nebſt dem von, ihnen eingeſchloſſenen Winkel 


die dritte Seite unmittelbar finden. Es ſey im Dreit 
ecke HO Fig. 11, bec Seite = d, A b 


nebſt dem,“ eingeſchloſſenen Winkel ACB, = G gege⸗ 


ben und die dritte Zeite: AB. e zu finden. Man 
fälle aus H auf 40 den e BD: ſo iſt 
(Ssmi Se 463 : 858 ba 

2, De DB. 


Nun iſt (F. 9) DB — BC ain C za sin C 


eJ 


und AD = AO CD = bu cos C 


folglich ift. 

AS Lu gs sin, Os oU a cos On 9x 
oder C? — as sin? QS a ab cos ee co Cs 
Da aber 

as sp C 4. 45 ol o EA 

a2 (sin? Orr cos? €) * — (F. 15 
fo Ast en S e ＋ bs — 2 ab cos © 
und folglich 

He A eben bes D. 


Ren n. 


d 76. Aufgabe, 


Wenn im einem Dreiede ABC. Fig. 1x. 


ite drei Seiten BOE a; O b und AR—=o 
gegeben ſind, dEr Die aie deſſelben 
3 u beſtimm en } D rx vgl 


OR Ka: 
A Eu fu ung. Man 1 von mo halben San 


xt aller rei. Seiten jede der ben geſuchten Winkel iur 


ſchließenden Seiten nach einander ab, und innltipfizire 
dieſe belden Reſte in einander. Dieſes Product divl⸗ 
dlre man durch das Product der den geſuchten Winkel 
einſchließenden Seiten und ziehe aus dem erhaltenen 
Quotienten die Quadratwurzel ; ſo giebt dieſe den Sir 
nus der: Halfte des geſuchten Welse Bay dann 


"Meet gefunden werden kann. ag e 


Wird 3. G. Fig. HÄ der Winkel 0 geſucht, fo 
sim MIT wenn m b e = fgefegt wird 
n pipe des i 
p ox a i T 
dë r d ＋ din Se ine i e ee 
wenn wir Datt eos O deſſen «ion 1—2 sin* 4 I JS 
eee Y 
| "as WER n ab . 4 ab sit te 
en vong Py . 


bag EA, 
GË st iib siu 4 C = 95 ^ — 50 : 
à men b.e eb 
D 
SE E 0 .= ua uch D. 
I ei dr 


4 ab 


1 


e zer H 
SE ST ie und pb 


T As 


e Lg \ € — a ＋ 5 
^ 2. i CE - ét pu^ a > 
— (asian. s A S 
abe 


Es ift aber leicht einzuſehen, daß 


' » (a 2310 * n i 
bus n sh mios E r1 x 


bidden ` deir. m die Rache CH + b + 0 dutch T 


und ſetzen vorstehende Werthe in obige Gleichung, fo ift 


j eine iO co dem (Gf 2 


E E 
TN TESTES S 
: Stee: Es ſey a di = re 
ba 695 Fuß und e — 539%, fo UJ Re 
fex DE — 69273 8, 
$4 — 846,365; à f — a — 385055 
T — 15365 ij 
„ "log 388,635 = 275861768 
SR log KEE = 2,1857263 
Qu AT eigens 
" " cw — ET 
leg 1 693 = 278407332 
en ei rp Pu BEDA lo 
SA SE 0,2677231 — 1 — 1 
/ N i be sind C = 00338615 — 5 — 
AR MIET 10 aD 29^: 34% 
ITE T en 59^. 4% 


LY. 


ZE 


ah Ca $ 


— 416 — 
| F. 77. Zuſatz. | 
Aus sin LC = S folgt 
die Proportin i 
ab: G- G- ) n 3€ 


und dieſe nebſt den Proporriönen = 


a: big sin A: sin U (S. 69, ; 
*a bra bz tang $ (AY: fang 3 (4 — B) 
(§. 70) enthalten alle Hürfsmittelzur Auflöfung ſo⸗ 
SS der rechtwinklichten als ſchlefwinklchten Dreſecke. 


Aufgaben zur Uebung. 


9. 78. Aufgabe. LN 


Aus ywelen in einem Sretede 750 
Fig. 11. gegebenen Seiten BC a, AC — b 
nebft dem von ihnen elngeſchloſſenen Wins 


fet 405 — a, den Flächeninhalt, Q, deſſel⸗ 


ben zu berechnen. 
„ Auflöſung. Man Wie den Perpendickel BD: 
3 fo ift G. Sie 


0 0 e 


BD, 
und 0 =. on. $, 453) = — . 


Es fe» z. B. BC — a = 1728 Nüthen 
Ae m b — 783° und ACB = «= 53°. 30% 
Ko iſt Q = 1728. 773- sin 53 «30f —— 543818,7 DIS, 


2 


i $. 79. Aufgabe. 4 
Wenn In einem Dreiecke ABO Fig. IV. 


alle Winkel 4 a, Bet, Ss ne bſt 


E 


v MAD Tr 
einer Seite 40 = b gegeben find, den Flaͤ⸗ 
chenln halt Q be(feiben zu berechnen. 
Auflöfung Es ift ( 78) 


AB. AC sin « AB ö ein e. 


\ = ä 
da aber (F. 68) 
2 AC. sin C- ben 
9 N sin 5 
b ein , b eins bs sin a sin 5 
eng Te 
Beiſpiel. Es ftp e = 999, 59". 49" 
== 53°, 30% daher 8 — 26°. 30%. 11“ und 


Aas 783°: fo ift 

783.783 . sin 99°. 597.49". sin 53°. gof ^ 
* f in 269, 30, it“ * 
— 543818,7 wie in F. 78. 


v 


J 
FS. 80. Aufgabe. 

Wenn in einem Dreiecke ABO Fig, vr. 
alle drei Seiten BC — a, AC = b und A zeg 
gegeben find, deſſen Flächeninhalt Q zu 
f inden. e , 

Aufloͤſung. Man multſplizire die halbe Sume 
me der drei Seiten mit den Differenzen zwiſchen die⸗ 
fer halben Summe und jeder der gegebenen Seiten; 
ziehe aus dieſem Producte die Quadratwurzel, ſo wird 
dieſe den verlangten Flächeninhalt geben. Setzen wir 


ap ES I ga 
Q- Y Ug-od-b- 21 


! 


Bebel d , sg S ood 
c d ＋ b — a ab ce 


ei i 
* 2 , 
d co C = Zi Js 5 
2 ab 
folglich i; 
1 ＋ co C= 1 ee 7 
5 „ 
2 ab 
(Ca ＋ it — CS 
oder I. 1 ＋ cos C = T 


s (a d b + oa 5 —29 
e 2 ab 


Eben fo if 


and 
RT RT ee 


2 ab — a — bake c? — (a — b)? 
r — — — — 
a ab 


Ka ehem be-ath 


Wird die Gleichung 1 ir Co suüftiplijlrt j fo erbáft map 
(iI cos C) (1 cos C) —1— cos C — sin? C 


M (abe H de Ge 


Wird nun a Tb = c "n 2 7 obt. und ers 


l ee Get PR a ne 


27 — 2 E BU cn as 

daß e n - b ea (— D) 
und o —a-Fb-—cH- ad boa ES 
fo iſt 


‘ / — 419 er 


' sii a 2 uU E» (nega 
d Se (fs (29, ) 
4a b 


Fotgtich sin po eU HRC N. 


Nun iſt (. 78) ; 
NOE Q-— = 2 sin 05 folglich ftc 
QS, eL T 9 0-9 C91 


oder O — L= no G = 
g Beiſpiel. Es ſey a — 1728°, 

) > 7837 — Mo en: fe ift Ce zia 
= 1960/74* ; f — a = 232,74; pL Ens 
1 88 550/06? . und 

— v^ (1960,74 X agna x: “1177,74 X 550,26) 
SE 53818,7- : 


$. 91. Aufgabe. NS 
Die Höhe eines Gegenſtandes, etwa ei- 
nes Thurms AB Pig. 12 zu beſtim men, wenn 
ber niedrigſte Punkt B deſſelben mit einem 
gewählten Standpunkte, QC, nidt in einerlei 
Horizontalebene Liegt, vorausgeſetzt, daß 
man von bieten Stand punkte C nad) dem 
Fuße des Gegenſtandes B hinmeſſen kann. 
Auflöſung. Man melle die Linſe CA — a, 
und beſtimme in C. ben Elevationswinkel ACD zë ` 
und den Depreſſionswinkel DCD = g; fo ift 
" ee bent, CAB — go; à GBA exo cf 
\ D ba 


| 


/ 


— 420 — 


Im Dreiecke AC B ift ($. 68) 
Te CB sin ACB & sin (a La 5. 
sin CAB ` — "wu e — a) 


da aber ($, 10) sin (90° — ai — cos a, ſo ijt 


SR a sin fe ka p. 


cos e 


Beiſpiel. Es ſey CB — a zs 4888818 IN. 
ae. 4% % 15^, 28“; ſo Wt AB = 3925. 
$. 82. Zuſatz. | 
Wenn C mit B in einerlei  oorigontarebene tit 

iſt £ = o; in dieſem Falle (8 


sin (u oa sme l 
AB = asin(u to) dne . a tang [^ 
cos e «08 @- 


Liegt aber Fig. r3, der Punkt B hoͤher als O, fo iſt der 


Winkel 8 negatio. unb A 4 CD — BCD —«—; 


folglich 
AB LB a sin/(a — 6) 
MA. cos a 


$. 83. Aufgabe. 

Die Entfernung zweier Gegenſtände 
1B. Fig. 14 zu beftimmen, wenn man zu kei⸗ 
nem der ſelben hinkommen kann. 

fluftófung. Man wähle eine Standlinie OD, 
aus deren Endpunkten man nach den Endpunkten 
A, B der geſuchten Entfernung hin viſiren kann; 


meſſe die Linie CD = a und zugleich die Winkel 


ACD = a, BCD = #, BDC = y, ADC x 0: 
fo hat man im Dreiecke ACD den Winkel 
CAD = 180° — « — à und im Dreieck BCD den 
Winkel CD = 180 — 7 — f. Ju bem Dreiecke 


| ACD laſſen ſich aus der Seite a und alen Winkeln 5 680 


Ki 


S DS 


WP 1 


93 A 25 


die Seiten AD und 40. berechuenz eben fo kaun man 
im Dreiecke BOD die Guten 0, BD berechnen. 
Hat man nun die Seiten 40, 40, DO, BD, fo 
kaun man, da auch der Z 40 b — e — und. 
ABB = —:à bekannt iſt, (H. 7a) die Seite AB 
entweder aus dem Dreiecke 40 oder ADB bejtimmen, 


` Setzen wir nun zur Abkürzung den Winkel 
CAD d, CBD — B ſo it G. s or 
„ 6 a-sin y: zim ^1 


` 40 — Sin A » BC. sin Bo 


und (K. 74) 
(Lb m N (OC Gi BC — 2.40. ‚BC cos dci. 


a? sin ls * sin 7 - Sind N 
= i — 2 a 
N sin Ai * sın DE suA* 


in a 
CE jp ior ie LL nite 


sin d sin: y |a sin d 

o ai GER mi + CR "sie A* 
sin 5 55 Zeng (à a RT 

(KR, 

Wiewohl bier die unter dem Wirzefjeichen befinds 
lichen Theile einzeln berechnet werden mëtten, ſo wird 
bod) bie Rechnung dadurch abgekürzt, daß man die 


Logarithmen von E, a 4 welche in den beiden 


erſten Theilen vorkommen, RD beim Eë benutzen 


Zomm, ` 

Beiſpiel. Es ſey a nai ar 127° 265 
Bo — AAT, 19/3! „ 119. 17% 309, 48“: ſo 
MA m 18%. 460, B fr, 20 und AB = 


8635,33 Fuß. 


A 
Et 
A. 


ain 


— 4M o di A 


9, 84. Aufgabe. % ne 
Drei Oerter 4, B, C Vig. IS.beren Lage 
bekannt ift, können aus einem vierten in bere 
fetben Ebene liegenden Orte D ge(elen, auch 
daſelbſt bie Winkel, welche die Geſichtsli⸗ 
nien DA, DB, DC mit einander bilden, gta 
metten werben; man ſoll die Entfernung 
des Orts D ven jedem ber Oerter A B, G, 
ſo wie ſeine Lage gegen dieſelben beſtimmen. 
: Auflöfung Es ſey A a, BO b 
Z ABC = e, der gemeſſene Winkel ADB e. p 
DO i: man fell die Entfernungen DA, DB, DC, 
fo wie die Winkel DAB, DCB-beftimmen. 
Wäre mur noch ber Winkel BALD bekannt, fo 


‚hätte man ín dem Vierecke 400 die drei Winkel 


BAD, ABC, ADC, uud folglich (Geom. (F. 135) auch 
den vierten BCD. In jedem der Dreiecke BD, CB 


wären alsdann eine Seite nebſt zweien Winkeln bekunnt 


und die ubrigen Stücke Geif fid) alſo nach H. 68 bee 
ſtimmen laſſen. 

Setzen wir nun biefen pts Winkel 
BAD = "92219 ift (Geom. F. 135) - 
BCD == 360*: ABC — ADC — San 
$14 = 360 — 4 — , — 1 — 9 ` 

= 300% — ( L 6 . % % 


und ſetzen wir zur Abkürzung 


ee ſo iſt 
PA BC = 1 — . 
Aus den Winkeln BAD, BDA und der Seite 
AB des Zoe? ABD erhält man (F. 68) 


` 2 in 
9 
BD zs 
/ sug 7 


Le 


* D 


— 42 3 — 


und aus den Winkeln DCD. BDO nebſt der Seite 
BC des Dreiecks 500 findet man (F. 68) : 
Za ED $95») 
SUL 
Werden dieſe beiden Werthe von B ei under 
gleich geſetzt, ſo iſt 


e sin g b sin ( — ai 
Sin ß eru sin y 


, folglich a sin y sing — b sin ß sin (u — - ai 
oder, weil ($. 38) 
sin Du — 0) == = sin jt 008 g co, SCD ds 
asinysing = bin B (sin u cos g — cos 4 sin g). 
Dilvidirt man beide Theile dieſer . durch 
en i fo ift FK 
a sin y,— b sin g (sin i cot ꝙ — eos ER 
a sin 
: folglich sinu p ꝙ ze SEN ＋ cbe 4 
und daher t 
cot 9 = 


d aà sin 
b sin B sing 
Hat man aber erft den Winkel e gefunden, fe 
Mt (S. 68) 
AD éi dB, sin ABD — a sin 1189 — Lë +9) ] 
ir ADB ` ein 8 
! a sin (8-9) 
ECT TU I f 
weil (S. ay) sin 1 +9] m sin ( + so 
a ein ; 
. e Eer CR 
BC sin CDD 
0D m ren RE 
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cot A. 


fa, 14 
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: — 424 04. 
oder) weil "a 
^ QBD z- CBA + BAD ADB 
— (DBA + BAD + ADB) 
ma ck 8 1805 se 
0 mit ie) | 
Beifpiel. Es (ty a — gr, b = go,5 
vw — 167?. 30; f == 30°, 45, und 7 — 239, 1573 
fe ift : PU Fre 
BAD = g = 829. 39'; AD = 156,16“ 
BD = 168,76, und CD == 200,25”, 
Geometriſche Conftruction, Nachdem bie 
drei Punkte 4, B, C Fig. 15 ihrer Lage nach aufgta 
tragen ſind, ſetze man (Geom. H. 255) auf AB einen 


* 


Kreisabſchnitt ADB, welcher den gemeſſenen Winkel 5, 


und auf BC einen Kreisabſchuitt 5700, welcher den 
Winkel — enthält: (o wird der Durchſchnittspunkt Y bei⸗ 
der Kreiſe ADB, CDB der geſuchte ſeyn. Denn zieht 
man die Linien DA, DB, DC, ſo iſt Z 4DB f, 

BDO —- y, alſo DS S A und aus keinem 


andern Punkte als D können nach A und gerade Linie 


gezogen werden, welche einen Winkel ß einſchließen. 


Eine genauere Erörterung der verſchiedenen Falle dies 


fer für die practiſche Meßkunſt Daf wichtigen Aufgabe, 
fo wie dle Auflöſung anderer intereſſauten Aufgaben, fins 


det mau in der ſchaͤtzbaren: Sammlung geometris 
ſcher Aufgaben von Meier Hirſch, Berlin 
bei Heturich Fröhlich, welche angehenden Geo⸗ 
metern nicht genug empfohlen werden kann.“ 
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